
 
 
 

 

 
  

  

 
٠٧٨٩٩١٩٢٩٣  
٠٧٧٦٢١٢١٣٠  

 الحفُـَر   بينََْ    الدَّهرِْ   أَبدََ   يعَشِْ         الجِبـَالِ   صعُوُدَ    يحُِبّ    لا  ومَنَْ 



 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

اذ 
ــــ

ــــ
ست

الأ
 :
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 ال
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ــــ
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علـ
  /
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ـــا

یـــ
ض

ریا
 - 

ي 
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لمـ
ع

/ 
   

ي 
ــــ

بـــ
أد

 /
٠٧

٨٩
٩١

٩٢
٩٣

   
  

ت 
ـــا

یـــ
ض

ریا
- 

ي 
ــــ

لمـ
ع

/ 
ي  

ــــ
بـــ

أد
 /

٠٧
٨٩

٩١
٩٢

٩٣
  

  :ل الغیر محدود ــــــالتكام

  

   s R                         s R


                 

  

  

  

تعلمنا بالفصل الأول كیف نجد المشتقة الأولى 
والآن سوف نتعلم عملیة التكامل والتي ھي 

  ).للاقترانات المتصلة( عملیة عكسیة للتفاضل 

یعبر عن التكامل الغیر محدود للاقتران  s R


 
  :بالنسبة للمتغیر س بالصورة 

 s] s R
                                  

  ھو معامل التكامل:  [sحیث 

  : ریفــــتع

  :إذا كان ق متصلاً فإن 

١.    [ s R s] s R 
            

 .حیث جـ معامل التكامل

٢.      ]
s R s R

s]
  . 

بمعنى أن المشتقة تلغي التكامل والتكامل یلغي 
  .المشتقة لأنھا عملیة عكسیة

  

  

  

  

  

  

إذا كان     :مثال  2
s] s3 s4 w    

[wفجد 
s]

2عند     s  ؟  

  :الحل 

 2 w]
s3 s4

s]
  

 w]
10

s]
  

  

  

  

إذا كان     :مثال  3
s] s4 s w    

[wفجد 
s]

1عند     s  ؟  

  :الحل 

 3 w]
s4 s

s]
  

 w]
5

s]
  

  

  

  

إذا كان     :مثال 

   2
s] 3 s s R     فجد 2 R


  ؟ 

  :الحل 

  2
3 s s R


  

 7 2 R


  

 نشــتق

 تكامــــل

مشتقة  .١    s R s] s R  

٢.    s] s R s R
 

٣.     ]
s] s R s R

s]
 

١ 



  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

اذ 
ــــ

ــــ
ست

الأ
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ــــ
طی

 ال
ـي
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علـ
 /
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ض

ریا
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أد

 /
٠٧
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ـــا

یـــ
ض

ریا
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ي 
ــــ

لمـ
ع

 /
ي  

ــــ
بـــ

أد
 /

٠٧
٨٩

٩١
٩٢

٩٣
  

إذا كان     :مثال 

   3
s] s s2 s R     فجد 1 R


  ؟ 

  :الحل 

  3
s s2 s R


  

 3 1 R


  

  

  

  

إذا كان     :مثال  4
8 s s] s R     

فجد  1 R ؟  

  :الحل 

  3
0 s4 s R  

   4 1 R  

  

  

  

إذا كان     :مثال  2
1 s2 s] s R     

فجد  2 R ؟  

  :الحل 

 s4 s R  

 8 2 R  

إذا كان     :مثال 

 3
s2 s s] s R      فجد 2 R


  ؟   

  :الحل 

  2
2 s3 s R

  
 s6 s R


  

 12 2 R


  

  

  

إذا كان     :مثال 

  2 3
s2 s2 s] s R    فجد 1 R


  ؟

  :الحل 

  2
s4 s6 s R

  
  4 s12 s R


  

 8 1 R


  

  

  

إذا كان     :مثال  2
s] 5 s4 w    

[wفجد 
s]

1عند     s  ؟  

  :الحل

 2 w]
5 s4

s]  

 w]
9

s]
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 ال
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 /
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 /
٠٧
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ـــا
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ض

ریا
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ع

 /
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ــــ
بـــ

أد
 /

٠٧
٨٩

٩١
٩٢

٩٣
  

  :قواعــــــــــد التكامل الغير محدود 
  :  ١قاعدة 

[ sH s]H        حیث  أ عدد

  .و جـ ثابت التكامل، ثابت  

  

 

١.   [ s4 s ]4 

 

٢.    [ s8 s]8   

 

٣.  1 1
[ s s ]

5 5
  

 

٤.  [ s s]77  S  

 

٥.   [ s s]   

 

٦.  1 1
[ s s]

2 2
  

 

٧.  2 2
[ s H s] H  

 

٨.  [ s60 s]60 

 

٩. 
  2 2

[ s s]
7 7

 

 

     : ٢قاعدة 
1 k

ks
[ s] s

1 k



    ،1 k     

  

 

١.   4 31
[ s s ] s

4
 

 

٢.  2 1
[ s s ]s

2
  

  

٣.  9 81
[ s s ] s

9
 

 

٤.  76 7 51
[ s s ] s

76
 

 

٥.  3 21
[ s s ] s

3
 

 

٦. 
  

3 41
[ s s ] s

3
 

 

٧. 
  

6 71
[ s s ] s

6
 

 

٨. 
   1 2

[ s s ] s  

 

٩. 
  

10 111
[ s s] s

10
 

 

١٠. 
 

0 6 041
[ s s] s

06
    
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اذ 
ــــ

ــــ
ست

الأ
 :

ي 
طـــ

ــــ
طی

 ال
ـي

ــــ
ــــ

علـ
 /

ت 
ـــا

یـــ
ض

ریا
 - 

ي 
ــــ

لمـ
ع

 /
   

ي 
ــــ

بـــ
أد

 /
٠٧

٨٩
٩١

٩٢
٩٣

   
  

ت 
ـــا

یـــ
ض

ریا
- 

ي 
ــــ

لمـ
ع

 /
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 /
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  : التالیة  جد التكاملات :مثال 

١.  
6 1
5 55

[ s s ] s
6

 

 

٢.  
5 3
2 22

[ s s ] s
5

 

 

٣.  
3 1
2 22

[ s s ] s
3

 

 

٤.  
1 1 4
7 77

[ s s ] s
1 1

 

 

٥.  
5 1
4 44

[ s s ] s
5

 

 

٦.  
8 5
3 33

[ s s ] s
8

 

 

٧. 


 
1 2
3 3[ s 3 s ] s  

 

٨. 


 
1 1
2 2[ s2 s ] s  

 

٩. 


 
1 3
4 4[ s4 s ] s  

 

١٠. 
 

  
1 6
5 5[ s5 s ] s  

 

١١.  
1 3 2
1 1 1 11 1

[ s s ] s
1 3


 

 

١٢. 


 
5 2
7 77

[ s s ] s
5

 

  :ملاحظــــــــــة مھمة 

عند تكامل الجذور یجب أولاً تحویلھا إلى الأسس 
  . ثم نكامل

 :تذكر 
l
k kls s    

  

   التالیة  التكاملاتجد  :مثال 

١. 3s] s S 

   

1
3s] s 

 

     
4
3 3

[ s
4

 

  

 

٢. s ]s S 

1
2s] s 

 

     
3
2 2

[ s
3

  

  

 

٣. 5s] s S  

1
5s] s 

 

     
6
5 5

[ s
6

 

  

  ٤ 
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 /
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   : التالیة جد التكاملات :مثال 

١.  [ s s ]s   

٢.   [ s s ]s   

٣.   2[ s s ]s  

  

  

  

  

  

  

  

sنستبدلھ بمتطابقتھ  sلذلك عند وجود 
s
 

  . ثم نختصر ثم نكامل

  

2وعند وجود 

1

s    2تحول إلىs    ثم

  .نكامل 

sجد  :مثال  ] s s    

  :الحل 

s
s ]

s

 s   

s ]s    

  [ s  

  

  : التالیة  جد التكاملات :مثال 

١.  2

1
s ]

s
 

    
2s ]s  

  
        [ s  

 

٢. 2

5
s ]

s
  

  
2s ]s   

  
       [ s  

  

 

٣.  2

1
s ]

s
   

   
 2 1

s ]s
3

 
  

      
 1

[ s
3

  

:      ٣قاعدة 

[ s s]s    

[ s s]s  
2[ s s]s    

  :تذكر أن 

١.  s
s

s
   

 

٢. 1
s

s
  
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 /
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:مثال  

١.  5 4
[ s s ] s5 

 

٢.   
6 71

[ s s ] s2
3


 

٣.   5 43
[ s s] s3

5
 

 

٤.  3 21 1
[ s s ] s

9 3
 

 

٥.    2 3
[ s s] s2  

 

٦.  
4 1
3 33

[ s s ] s2
2

 

 

٧.  
5 2
3 32 2

[ s s ] s
5 3

 

 

٨.    
7 2
5 5[ s5 s ] s7  

 

٩.  
9 7
2 210

[ s s ] s5
9

 

 

  

  
  

  

  

  

  

 

:مثال  

١.  2
s ] 2 s5 s3   

   2 35
[ s2 s s

2
  

  

  
 

٢.  5
s ] 7 s s

   

   
2 41 1

[ s7 s s
2 4

 

  

 
 

٣.  3s] s s   

    
1 1
3 2s] s s 

  

  
  

4
3

3
23 2

[ s s
4 3

  

  :الغیر محدود  خصائص التكامل

    s] s R H s] s RH     أي

أن العدد الثابت المضروب بالتكامل لا 
 .یؤثر على التكامل

  :الغیر محدود  خصائص التكامل

        s] s i s] s R s] s i s R    
الجمع والطرح  ىأي أن التكامل یوزع عل  

الضرب والقسمة  ىفقط ولا یوزع عل
 .والأسس

٦ 

 
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 

١.  3 2
s ] 1 s4 s6  

   4 3
[ s s s2 

 

٢.  42s] s s s 4
    

  
    
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ــــ
علــ

ي 
طـــ

ــــ
طی

ال
 /

ت 
ـــا

یـــ
ض

ریا
 - 

ي 
ــــ

لمـ
ع

 /
   

ي 
ــــ

بـــ
أد

 /
٠٧

٨٩
٩١

٩٢
٩٣

   
  

ت 
ـــا

یـــ
ض

ریا
- 

ي 
ــــ

لمـ
ع

 /
ي  

ــــ
بـــ

أد
 /

٠٧
٨٩

٩١
٩٢

٩٣
  

  :لإیجاد قاعــــــدة الاقتــــران ق 
إذا كان ق اقتراناً قابلاً للاشتقاق وكان   :مثال 

 1 s2 s R 


وكان ،   5 2 R  ، فجد
  ؟قاعدة الاقتران ق 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

إذا كان ق اقتراناً قابلاً للاشتقاق وكان   :مثال 

 2
2 s3 s R 


وكان ،   3 1 R  ،

فجد  3 R ؟  

  

إذا كان ق اقتراناً قابلاً للاشتقاق وكان   :مثال 
 3

5 s8 s6 s R  


وكان ،  
 2 1 R   ، ؟فجد قاعدة الاقتران ق  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

إذا كان ق اقتراناً قابلاً للاشتقاق وكان   :مثال 

   2 s3 s2 s R 


وكان ،   2 0 R  ،
فجد  1 R ؟  

 

١٧ 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

اذ 
ــــ

ــــ
ست

الأ
 :

ي 
طـــ

ــــ
طی

 ال
ـي

ــــ
ــــ

علـ
 /

ت 
ـــا

یـــ
ض

ریا
 - 

ي 
ــــ

لمـ
ع

 /
   

ي 
ــــ

بـــ
أد

 /
٠٧

٨٩
٩١

٩٢
٩٣

   
  

ت 
ـــا

یـــ
ض

ریا
- 

ي 
ــــ

لمـ
ع

 /
ي  

ــــ
بـــ

أد
 /

٠٧
٨٩

٩١
٩٢

٩٣
  

إذا كان ق اقتراناً قابلاً للاشتقاق وكان   :مثال 

 
3 2
s8 s6 s

s R
s

  


  ،0 s 

وكان  12 1 R  ، ؟فجد قاعدة الاقتران ق  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

إذا كان ق اقتراناً قابلاً للاشتقاق وكان   :مثال 

 
3

s s4
s R

s
 


  ،0 s  وكان

 2 0 R  ، ؟فجد قاعدة الاقتران ق  

  

إذا كان ق اقتراناً قابلاً للاشتقاق وكان   :مثال 

 3 2
s2 s6 s6 s g  


فجد ،    

   1 g 3 g ؟  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

إذا كان ق اقتراناً قابلاً للاشتقاق وكان   :مثال 

 3
s12 s R


فجد ،       0 R 2 R ؟  

  

١٨ 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

اذ 
ــــ

ــــ
ست

الأ
 :

ـي
طــ

ــــ
طی

 ال
ـي

ــــ
ــــ

علـ
  /

ت 
ـــا

یـــ
ض

ریا
 - 

ي 
ــــ

لمـ
ع

 /
   

ي 
ــــ

بـــ
أد

 /
٠٧

٨٩
٩١

٩٢
٩٣

   
  

ت 
ـــا

یـــ
ض

ریا
- 

ي 
ــــ

لمـ
ع

 /
ي  

ــــ
بـــ

أد
 /

٠٧
٨٩

٩١
٩٢

٩٣
  

  :ل المحدود ـــــــــــالتكام

    

f
F

H
H

s R s ] s R
   

                         H R f R   

  

  

  

جد   :مثال 
2

2

1

s ] s3  

  

  

  

  

  

  

جد   :مثال  
1

0

s ] 2 s6   

  

جد   :مثال  
1

3

2

s ] s4 s6


   

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

جد   :مثال   
2

2

s] 1 s 2 s3


    

  

١٩ 

تعویض الحد 
 العلوي

تعویض 
 الحد السفلي



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

اذ 
ــــ

ــــ
ست

الأ
 :

ي 
طـــ

ــــ
طی

 ال
ـي

ــــ
ــــ

علـ
 /

ت 
ـــا

یـــ
ض

ریا
 - 

ي 
ــــ

لمـ
ع

 /
   

ي 
ــــ

بـــ
أد

 /
٠٧

٨٩
٩١

٩٢
٩٣

   
  

ت 
ـــا

یـــ
ض

ریا
- 

ي 
ــــ

لمـ
ع

 /
ي  

ــــ
بـــ

أد
 /

٠٧
٨٩

٩١
٩٢

٩٣
  

جد   :مثال 
8

3

1

2
s ]

s    

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

جد  :مثال 
12

1

12 s7 s
s]

4 s


 
   

  

جد   :مثال 
1

2

4

1 1
s ]

s s

  
    

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

جد   :مثال  
2

2

1

s] s3 6 s2   

  

٢٠ 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

اذ 
ــــ

ــــ
ست

الأ
 :

ي 
طـــ

ــــ
طی

 ال
ـي

ــــ
ــــ

علـ
 /

ت 
ـــا

یـــ
ض

ریا
 - 

ي 
ــــ

لمـ
ع

 /
   

ي 
ــــ

بـــ
أد

 /
٠٧

٨٩
٩١

٩٢
٩٣

   
  

ت 
ـــا

یـــ
ض

ریا
- 

ي 
ــــ

لمـ
ع

 /
ي  

ــــ
بـــ

أد
 /

٠٧
٨٩

٩١
٩٢

٩٣
  

إذا كان   :مثال  3 1 R  ،  5 2 R  

  قیمة  جدف،  
2

1

s ] s R4



؟   
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

إذا كان   :مثال  4 1 R ،  7 3 R   

قیمة  جد ف،  
3

1

s R
s ]

5 

؟   
  

  

  

الاقتران ق معرفاً على الفترة  إذا كان  :مثال 

 51  ، وكان 1 s2 s R 


 فجد قیمة ،  
   1 R 5 R   ؟

  
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

كان  إذا  :مثال  
2

5

13 s] s R 
وكان   ،   

 17 5 R  ،   ،قیمة جد ف 2 R     ؟
  

  

  

٢١ 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

اذ 
ــــ

ــــ
ست

الأ
 :

ـي
طــ

ــــ
طی

 ال
ـي

ــــ
ــــ

علـ
  /

ت 
ـــا

یـــ
ض

ریا
 - 

ي 
ــــ

لمـ
ع

 /
   

ي 
ــــ

بـــ
أد

 /
٠٧

٨٩
٩١

٩٢
٩٣

   
  

ت 
ـــا

یـــ
ض

ریا
- 

ي 
ــــ

لمـ
ع

 /
ي  

ــــ
بـــ

أد
 /

٠٧
٨٩

٩١
٩٢

٩٣
  

  :ملاحظــــــــــة مھمة 

  صفر= مشتقة التكامل المحدود 

  

إذا كان   :مثال  
7

5

5

s ] 5 s3 w     

[wفجد قیمة 
s]

؟  
  

  

  

  

إذا كان   :مثال  
3

4

2

1
s ] s R

s


    

فجد قیمة  s R


  ؟  

  

  

  

  

إذا كان   :مثال 

   
4

5

2

s] s2 7 s] s s R       

فجد قیمة  2 R


  ؟  

  

إذا كان   :مثال 
f

1

9 s ] s 6    ، فجد قیمة

  ؟  الثابت ب 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

إذا كان   :مثال 
;

1

2 0 s ]4


    ، فجد قیمة

  ؟  الثابت ك 

  

٢٢ 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

اذ 
ــــ

ــــ
ست

الأ
 :

ي 
طـــ

ــــ
طی

 ال
ـي

ــــ
ــــ

علـ
 /

ت 
ـــا

یـــ
ض

ریا
 - 

ي 
ــــ

لمـ
ع

 /
   

ي 
ــــ

بـــ
أد

 /
٠٧

٨٩
٩١

٩٢
٩٣

   
  

ت 
ـــا

یـــ
ض

ریا
- 

ي 
ــــ

لمـ
ع

 /
ي  

ــــ
بـــ

أد
 /

٠٧
٨٩

٩١
٩٢

٩٣
  

  :ل المحدود ـــــــــخصائص التكام
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  إذا كان:  مثال 

  
3

1

4 s] s R  ،
 

 
3

1

7 s] s i    

فجد قیمة     
3

1

s] s i s R2   ؟  

  

  إذا كان:  مثال 

  
5

2

3 s] s u  ،
 

 
5

2

4 s] s g     

فجد قیمة     
5

2

s g
s] s u3

2
   ؟  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  إذا كان:   مثال  
3

0

4 s] s R     ،

فجد قیمة   
3

0

s] s6 s R2   ؟  

  

  الخصائص الخطیةأولاً 

١.    
f f

H H

s] s R g s] s Rg      

عدد ثابت أي أن العدد : حیث ل 
الثابت المضروب باقتران لا یؤثر 

 .على التكامل

٢.        
f

H

s] s i s R   

   
f f

H H

s] s i s] s R    

التكامل المحدود یوزع على الجمع 
  والطرح فقط

  

٢٣ 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

اذ 
ــــ

ــــ
ست

الأ
 :

ي 
طـــ

ــــ
طی

 ال
ـي

ــــ
ــــ

علـ
 /

ت 
ـــا

یـــ
ض

ریا
 - 

ي 
ــــ

لمـ
ع

 /
   

ي 
ــــ

بـــ
أد

 /
٠٧

٨٩
٩١

٩٢
٩٣

   
  

ت 
ـــا

یـــ
ض

ریا
- 

ي 
ــــ

لمـ
ع

 /
ي  

ــــ
بـــ

أد
 /

٠٧
٨٩

٩١
٩٢

٩٣
  

 إذا كان:    مثال  
2

1

2 s] s R  ،
 

 
2

1

5 s] s i     فجد قیمة

    
2

1

s] 3 s i s R4    ؟  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  إذا كان:  مثال 

  
4

0

s u
3 s]

2
  ،

 
 

4

0

6 s] s g2    

فجد     
4

0

s] s6 s g s u    ؟  

  

إذا كان:   مثال  
3

1

3 s] s R  

    
3

1

10 s] s i s R3      فجد

قیمة  
3

1

s] s i  ؟  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

إذا كان:   مثال  
2

1

5 s] s g


  

    
2

1

14 s] s u s g2


      فجد

قیمة  
2

1

s] s u

  ؟  

  

٢٤ 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

اذ 
ــــ

ــــ
ست

الأ
 :

ي 
طـــ

ــــ
طی

 ال
ـي

ــــ
ــــ

علـ
 /

ت 
ـــا

یـــ
ض

ریا
 - 

ي 
ــــ

لمـ
ع

 /
   

ي 
ــــ

بـــ
أد

 /
٠٧

٨٩
٩١

٩٢
٩٣

   
  

ت 
ـــا

یـــ
ض

ریا
- 

ي 
ــــ

لمـ
ع

 /
ي  

ــــ
بـــ

أد
 /

٠٧
٨٩

٩١
٩٢

٩٣
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  :جد التكاملات التالیة  :مثال 

١.  
4

3

4

s] 4 s7 s    

 

٢.  
23

2

sss ]
s3





   
 

   

  

 

إذا كان   
4

1

6 s] s R    ، فجد:  

١.   
1

4

s] s R  

٢.  
1

4

s] s R2  

 

  

إذا كان   :مثال  
3

1

12 s] s R3    ، فجد

 
1

3

s] s R  ؟ 

  

  

  

  

  

  

  

إذا كان                  :مثال 

 
1

2

6 s] s R2


     ، 
2

1

s i
1 s]

3



    

فجد     
1

2

s] s i s R


   ؟ 

  
 

  انیاً خصائص التكامل المحدودث

  
f

f

0 s] s R    

إذا تشابھت حدود التكامل فان ناتج التكامل 
  .یكون صفراً 

   
H f

f H

s] s R s] s R          

إذا قلبنا حدود التكامل فإننا نعكس إشارة 
 .التكامل

 

٢٥ 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

اذ 
ــــ

ــــ
ست

الأ
 :

ي 
طـــ

ــــ
طی

 ال
ـي

ــــ
ــــ

علـ
 /

ت 
ـــا

یـــ
ض

ریا
 - 

ي 
ــــ

لمـ
ع

 /
   

ي 
ــــ

بـــ
أد

 /
٠٧

٨٩
٩١

٩٢
٩٣

   
  

ت 
ـــا

یـــ
ض

ریا
- 

ي 
ــــ

لمـ
ع

 /
ي  

ــــ
بـــ

أد
 /

٠٧
٨٩

٩١
٩٢

٩٣
  

إذا كان   :مثال  
1

4

6 s] s R2   ، فجد

  
4

1

s] s6 s R   ؟ 

  

إذا كان   :مثال   
3

0

5 s] s R3 1    ،

فجد  
0

3

s] s R2  ؟ 

  

٢٦ 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

اذ 
ــــ

ــــ
ست

الأ
 :

ي 
طـــ

ــــ
طی

 ال
ـي

ــــ
ــــ

علـ
 /

ت 
ـــا

یـــ
ض

ریا
 - 

ي 
ــــ

لمـ
ع

 /
   

ي 
ــــ

بـــ
أد

 /
٠٧

٨٩
٩١

٩٢
٩٣

   
  

ت 
ـــا

یـــ
ض

ریا
- 

ي 
ــــ

لمـ
ع

 /
ي  

ــــ
بـــ

أد
 /

٠٧
٨٩

٩١
٩٢

٩٣
  

   :مثال 

إذا كان  

2
4 f

f 2

0 s] s R





  ،  ؟فجد الثابت ب 

  

  

  

  

  

  

  

  

   :مثال 

إذا كان  
f

1

0 s] 1 s2   ، ؟فجد الثابت ب 

  

  

  

  

   :مثال 

إذا كان  
; 6

3 ;3

0 s] s R





  ،  ؟فجد الثابت ك 

  

  

  

  

  

  

  

  

   :مثال 

إذا كان  
;

0

6 s] 3 s2   ، ؟فجد الثابت ك 

  

  

  

  

  

  

  

٢٧ 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

اذ 
ــــ

ــــ
ست

الأ
 :

ـي
طــ

ــــ
طی

 ال
ـي

ــــ
ــــ

علـ
  /

ت 
ـــا

یـــ
ض

ریا
 - 

ي 
ــــ

لمـ
ع

 /
   

ي 
ــــ

بـــ
أد

 /
٠٧

٨٩
٩١

٩٢
٩٣

   
  

ت 
ـــا

یـــ
ض

ریا
- 

ي 
ــــ

لمـ
ع

 /
ي  

ــــ
بـــ

أد
 /

٠٧
٨٩

٩١
٩٢

٩٣
  

إذا كان    :مثال 
3

1

12 s]f2


           ،

 ؟فجد الثابت ب 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

إذا كان  :مثال  
3

2

0

21 s] 2 sf    ،

 ؟فجد الثابت ب 

  

  

  

  

إذا كان  :مثال  
f

2

f5 s] s4 1   ، فجد

 ؟الثابت ب 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

إذا كان  :مثال  
2

1

f s] 2 s6   ، فجد

 ؟الثابت ب 

  

  

  

  

  

٢٨ 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

اذ 
ــــ

ــــ
ست

الأ
 :

ي 
طـــ

ــــ
طی

 ال
ـي

ــــ
ــــ

علـ
 /

ت 
ـــا

یـــ
ض

ریا
 - 

ي 
ــــ

لمـ
ع

 /
   

ي 
ــــ

بـــ
أد

 /
٠٧

٨٩
٩١

٩٢
٩٣

   
  

ت 
ـــا

یـــ
ض

ریا
- 

ي 
ــــ

لمـ
ع

 /
ي  

ــــ
بـــ

أد
 /

٠٧
٨٩

٩١
٩٢

٩٣
  

  

  

  

  

  

  إذا كان  : مثال
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1

5 s] s R  ،  
6

2

4 s] s R     ،

فجد قیمة   
6
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s] s R2  ؟  

  

  

  

  

  

  

  إذا كان  :مثال 

  
0

3

4 s] s R  ،  
0

1

6 s] s R2      ،
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     
f [ f

[ H H

s] s R s] s R s] s R   
  ولا یشترط أن تكون جـ  بین أ و ب  
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
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 
ویستخدم ھذا التكامل لإیجاد تكامل ضرب أو 

  .الآخر  قسمة اقترانیین أحدھما مشتقة

  

  :الخطــــــــوات 

 الاقتران الذي علیھ أس= نفرض أن ص  .١

[wنجد المشتقة  .٢
s]

 [sومنھا نجد قیمة  

دصحیث تكون   
المشتقة

=  دس

نعوض بالتكامل بدل المفروض ص وقیمة  .٣
s] الجدیدة. 

نختصر إن وجدت اختصارات بحیث یبقى  .٤
 .التكامل بدلالة ص فقط 

 .نكامل بقواعد التكامل بالنسبة لـ ص .٥
نستبدل قیمة ص بعد التكامل ما تساویھ من  .٦

  .الفرض بحیث یكون الناتج بدلالة س

  :حالات على صورة تكامل بالتعویض 

  )دس ن)اقتران( ×) مشتقة الاقتران 

 

   اقتران  مشتقة
൯اقتران൫ن

  دس  

 

  )دس    اقتران   ×) مشتقة الاقتران  

 

    الاقتران  مشتقة
الاقتران

  دس    

  

  )دس )الزاویة(جا  ×) زاویةمشتقة ال 
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٣.  5s] s4 2    

  
 

٤.  3s] s 2   

  
 

٥.  6s] s7 3   

  
 

٦.  4s] 8 s   

  
 

٧.  4s] 5 s3    
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٤. 4s]s4 1   

  

  

 

٥.  3 4s] s 5    

٣٦ 

 

 في حالة كان الاقتران خطي فإن مشتقتھ
عدد ثابت والعدد الثابت لا یؤثر على 
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   1
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H
      

   1
[ f sH s] f sH

H
      

   21
[ f sH s] f sH

H
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  : جد التكاملات التالیة :مثال 

١.  s] 2 s4   

 

٢.  s] 7 s2    

 

٣.  2s] s 5   

 
 

٤.  s] s4 1   

  
 

٥.  s] 3 s   

 

٦.  2s] 1 s3   

 
 

٧.  s] 2 s2    

  

  

 

یفضل تغییر حدود التكامل  إذا كان التكامل محدود
  .وذلك بإیجاد قیم ص التي تقابل س من الفرض

  

جد   :مثال 
4

2

0

s] s29 s    ؟   

  

  

  

  

  

  

  

  

  

٣٧ 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

اذ 
ــــ

ــــ
ست

الأ
 :

ـي
طــ

ــــ
طی

 ال
ـي

ــــ
ــــ

علـ
  /

ت 
ـــا

یـــ
ض

ریا
 - 

ي 
ــــ

لمـ
ع

 /
   

ي 
ــــ

بـــ
أد

 /
٠٧

٨٩
٩١

٩٢
٩٣

   
  

ت 
ـــا

یـــ
ض

ریا
- 

ي 
ــــ

لمـ
ع

 /
ي  

ــــ
بـــ

أد
 /

٠٧
٨٩

٩١
٩٢

٩٣
  

جد  :مثال 

 
1

2 3

1

s] 1 s41 s2 s



     ؟   

  

  

  

  

  

  

جد     :مثال 
 

2

2 2
1

s2 3
s]

s3 s


   ؟   

  

  

  

  

  

  

  

  

  

٣٨ 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

اذ 
ــــ

ــــ
ست

الأ
 :

ي 
طـــ

ــــ
طی

 ال
ـي

ــــ
ــــ

علـ
 /

ت 
ـــا

یـــ
ض

ریا
 - 

ي 
ــــ

لمـ
ع

 /
   

ي 
ــــ

بـــ
أد

 /
٠٧

٨٩
٩١

٩٢
٩٣

   
  

ت 
ـــا

یـــ
ض

ریا
- 

ي 
ــــ

لمـ
ع

 /
ي  

ــــ
بـــ

أد
 /

٠٧
٨٩

٩١
٩٢

٩٣
  

إذا كان  :مثال  4 1 R ،  10 9 R  ،

فجد   
2

3 2

0

s] 1 s R s3 
   ؟  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

إذا كان  :مثال  2 3 R  ،  5 29 R 

فجد  ،  
3

2

1

s] 2 s Rs6


 
   ؟  

  

  

  

  

إذا كان  :مثال  
1

5

6 s] s R   ،  فجد

 
2

2

0

s] 1 s Rs4



   ؟   

  

  

  

  

  

  

  

  

  

إذا كان  :مثال  
1

25

12 s] s R



    ،  فجد

 
3

3 2

1

s] 2 s R s   ؟   

  

  

  

  

  

  

  

٣٩ 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

اذ 
ــــ

ــــ
ست

الأ
 :

ي 
طـــ

ــــ
طی

 ال
ـي

ــــ
ــــ

علـ
 /

ت 
ـــا

یـــ
ض

ریا
 - 

ي 
ــــ

لمـ
ع

 /
   

ي 
ــــ

بـــ
أد

 /
٠٧

٨٩
٩١

٩٢
٩٣

   
  

ت 
ـــا

یـــ
ض

ریا
- 

ي 
ــــ

لمـ
ع

 /
ي  

ــــ
بـــ

أد
 /

٠٧
٨٩

٩١
٩٢

٩٣
  

 
لذلك ، تذكر أن میل المماس ھو المشتقة الأولى
لإیجاد قاعدة الاقتران ق نكامل المشتقة 

للحصول على قاعدة الاقتران ونجد ثابت 
  .التكامل جـ عن طریق نقطة تمر بالمنحنى

  

میل المماس لمنحنى الاقتران ق إذا كان  :مثال 

ھو  2
s8 s3 s R 


قاعدة  فجد،   

الاقتران ق علماً بأن منحناه یمر بالنقطة 
 31   ؟   

  

  

  

  

  

  

  

  

میل المماس لمنحنى الاقتران إذا كان  :مثال 
 s R w  یعطى بالقاعدة 6 s R1 s 


  

 فجد،  2 R   ، علماً بأن منحناه یمر بالنقطة
 80   ؟   

  

  

  

  

  

  

  

  

میل المماس لمنحنى الاقتران إذا كان  :مثال 
 s R w  یعطى بالقاعدة

 3 6 s R1 s2   
 فجد،    14 R   ،

علماً بأن منحناه یمر بالنقطة  50   ؟   

  

  

  

  

  

  

  

  

  

٤٠ 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

اذ 
ــــ

ــــ
ست

الأ
 :

ي 
طـــ

ــــ
طی

 ال
ـي

ــــ
ــــ

علـ
 /

ت 
ـــا

یـــ
ض

ریا
 - 

ي 
ــــ

لمـ
ع

 /
   

ي 
ــــ

بـــ
أد

 /
٠٧

٨٩
٩١

٩٢
٩٣

   
  

ت 
ـــا

یـــ
ض

ریا
- 

ي 
ــــ

لمـ
ع

 /
ي  

ــــ
بـــ

أد
 /

٠٧
٨٩

٩١
٩٢

٩٣
  

میل المماس لمنحنى الاقتران إذا كان  :مثال 
 s R w  یعطى بالقاعدة

32

s2 w]
s]8 s


    ،قاعدة الاقتران ق  فجد

علماً بأن منحناه یمر بالنقطة     ؟   

  

  

  

  

  

  

میل المماس لمنحنى الاقتران إذا كان  :مثال 
 s R w  یعطى بالقاعدة
2

s3 s4 w]
s s]
    ،قاعدة الاقتران ق  فجد

علماً بأن   3 1 R   ؟   

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

٤١ 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

اذ 
ــــ

ــــ
ست

الأ
 :

ي 
ــــ

ــــ
علــ

ي 
طـــ

ــــ
طی

ال
 /

ت 
ـــا

یـــ
ض

ریا
 - 

ي 
ــــ

لمـ
ع

 /
   

ي 
ــــ

بـــ
أد

 /
٠٧

٨٩
٩١

٩٢
٩٣

   
  

ت 
ـــا

یـــ
ض

ریا
- 

ي 
ــــ

لمـ
ع

 /
ي  

ــــ
بـــ

أد
 /

٠٧
٨٩

٩١
٩٢

٩٣
  

 
  :تذكر أن

 k t  = موقع الجسم= اقتران المسافة  

 k u  = مشتقة المسافة= السرعة  

 k j  = مشتقة السرعة= التسارع  

  

  

  

 k t       k u        k j  

  

  

  

  

  :أي أن 

   [ k t k] k u     

لإیجاد موقع الجسیم نكامل السرعة تكامل غیر 
  .محدود ونجد الثابت جـ 

  

   [ k u k] k j    

لإیجاد سرعة الجسیم نكامل التسارع تكامل غیر 
  .محدود ونجد الثابت جـ

  

ولو أعطانا بالسؤال التسارع وطلب موقع 
الاولى لایجاد الجسیم ھنا نجد التكامل مرتین 

  .السرعة والثانیة لایجاد موقع الجسیم

 

یتحرك جسیم على خط مستقیم وكانت سرعتھ  
تعطى بالعلاقة    5 k2 k u ث حیث ن /م

فجد موقع الجسیم بعد ثانیتین ، الزمن بالثواني :
علماً بأن موقعھ الابتدائي  ، من بدء الحركة 

 3 t    ؟   

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 نشتق نشتق

لــــتكام لــــــتكام   

٤٢ 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

اذ 
ــــ

ــــ
ست

الأ
 :

ـي
طــ

ــــ
طی

 ال
ـي

ــــ
ــــ

علـ
  /

ت 
ـــا

یـــ
ض

ریا
 - 

ي 
ــــ

لمـ
ع

 /
   

ي 
ــــ

بـــ
أد

 /
٠٧

٨٩
٩١

٩٢
٩٣

   
  

ت 
ـــا

یـــ
ض

ریا
- 

ي 
ــــ

لمـ
ع

 /
ي  

ــــ
بـــ

أد
 /

٠٧
٨٩

٩١
٩٢

٩٣
  

یتحرك جسیم على خط مستقیم بحیث أن   :مثال 
ثانیة من بدء الحركة  ) ن(سرعتھ بعد مرور 

تعطى بالعلاقة     2
k2 1 6 k u ث/م ،

، الجسیم بعد ثانیتین من بدء الحركة فجد موقع 
علماً بأن موقعھ الابتدائي  5 t    ؟   

  

  

  

  

  

  

  

تتحرك نقطة مادیة على خط مستقیم  :مثال 
ثانیة من بدء ) ن(بحیث أن تسارعھا بعد مرور 

الحركة ھو     2
k2 k6 k j ٢ث/م  ،

فجد سرعة النقطة بعد ثانیة واحدة من بدء الحركة 
علماً بأن سرعتھا الابتدائیة ،  3 u  ؟ ث /م   

  

  

  

  

  

  

  

  

  

٤٣ 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

اذ 
ــــ

ــــ
ست

الأ
 :

ي 
طـــ

ــــ
طی

 ال
ـي

ــــ
ــــ

علـ
 /

ت 
ـــا

یـــ
ض

ریا
 - 

ي 
ــــ

لمـ
ع

 /
   

ي 
ــــ

بـــ
أد

 /
٠٧

٨٩
٩١

٩٢
٩٣

   
  

ت 
ـــا

یـــ
ض

ریا
- 

ي 
ــــ

لمـ
ع

 /
ي  

ــــ
بـــ

أد
 /

٠٧
٨٩

٩١
٩٢

٩٣
  

تتحرك نقطة مادیة على خط مستقیم  :مثال 
ثانیة من بدء ) ن(بحیث أن تسارعھا بعد مرور 

الحركة ھو     2
4 k6 k j ٢ث/م 

وكان موقعھا الابتدائي ، 2 t     وكانت
سرعتھا الابتدائیة  4 u  ث فجد /م:  

 .سرعة النقطة بعد ثانیة واحدة  .١
 .موقع الجسیم بعد ثانیتین   .٢

  

  

  

  

  

  

یتحرك جسیم على خط مستقیم بحیث أن  :مثال 
ثانیة لحظة الانطلاق ھو  ) ن(تسارعھ بعد مرور 

   3 k2 148 k j وكان موقعھ ، ٢ث/م
الابتدائي  2 t     وكانت سرعتھ الابتدائیة
 4 u  ؟موقع الجسیم بعد ثانیتین ث فجد /م 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

٤٤ 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

[ H ، 
فإن                                 

2l  

s] s R s] s R  

 ، 
فإن                                 

2l  

s] s R s] s R  

]لكل س في الفترة H
f [   ،                                 فإن

مساحة +  
2l

 s] s R s] s R  

]لكل س في الفترة H
f [   ،                                 فإن

مساحة +  
2l

 
f [

[ H

s] s R s] s R   

0 s R  لكل س في الفترة
fلكل س في الفترة [

مساحة =  
1l 


f [

[ H

s] s R s] s R   

لكل س في الفترة 
fلكل س في الفترة [

مساحة =  
1l 

 
f [

[ H

s] s R s] s R   

  : الحالة الثالثة

 0 s R 
0 s R  لكل س في الفترة

=  المساحة المطلوبة 

            
f [

[ H

s] s R s] s R   

  :  الحالة الرابعة

 0 s R  
0 s R  لكل س في الفترة

=  المساحة المطلوبة 

            
f [

[ H

s] s R s] s R   

اذ 
ــــ

ــــ
ست

الأ
 :

ـي
طــ

ــــ
طی

 ال
ـي

ــــ
ــــ

علـ
  /

ت 
ـــا

یـــ
ض

ریا
 - 

ي 
ــــ

لمـ
ع

 /
   

ي 
ــــ

بـــ
أد

 /
٠٧

٨٩
٩١

٩٢
٩٣

   
  

ت 
ـــا

یـــ
ض

ریا
- 

ي 
ــــ

لمـ
ع

 /
ي  

ــــ
بـــ

أد
 /

٠٧
٨٩

٩١
٩٢

٩٣
  

الحالة الثالثة

0إذا كان   s R

 0 s R
المساحة المطلوبة 

               
  

  

  

  

  

  

  

  

الحالة الرابعة

0إذا كان  s R

 0 s R
المساحة المطلوبة 

               
  

  

  

  

اذ 
ــــ

ــــ
ست

الأ
 :

ـي
طــ

ــــ
طی

 ال
ـي

ــــ
ــــ

علـ
  /

ت 
ـــا

یـــ
ض

ریا
 - 

ي 
ــــ

لمـ
ع

 /
   

ي 
ــــ

بـــ
أد

 /
٠٧

٨٩
٩١

٩٢
٩٣

   
  

ت 
ـــا

یـــ
ض

ریا
- 

ي 
ــــ

لمـ
ع

 /
ي  

ــــ
بـــ

أد
 /

٠٧
٨٩

٩١
٩٢

٩٣
  

مساحة المنطقة المغلقة المحصورة بین منحنى 

لكل س 
لكل  

f H 
لكل س في الفترة

مساحة المنطقة المغلقة المحصورة بین منحنى 
ومحور السینات على الفترة 

                 :

s ] s R   

  حالات المســـــــاحة 

0 s R   لكل س
 s R s R
وتكون                

s ] s R  

fلكل س في الفترة H
لكل س في الفترة

وتكون                              

s] s R  

  :المســـــــــــــــــاحة 
مساحة المنطقة المغلقة المحصورة بین منحنى 

ومحور السینات على الفترة 
:                 تعطى بالقاعدة 

 s ] s R

حالات المســـــــاحة 

إذا كان  0 s R
فإن  s R s R

وتكون                 


f

H

s ] s R 

0 s R  لكل س في الفترة
 s R s R  لكل س في الفترة

وتكون                              


f

H

s] s R  

المســـــــــــــــــاحة 
مساحة المنطقة المغلقة المحصورة بین منحنى 

 s R w  ومحور السینات على الفترة
تعطى بالقاعدة 

احة 
f

H

s] s R 
حالات المســـــــاحة 

0إذا كان :  الحالة الأولى s R

في الفترة f H  ، فإنs R s R

الفترة f H 

المساحة المطلوبة 
f

H

s ] s R 

  : الحالة الثانیة

إذا كان  0 s R
 s R s R 

وتكون                              
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