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  الاقتران التربیعي
 عي  الصیغ التي یكتب بھا الاقتران التربی 

: الصورة العامة  )١     20 h [ sf sh s r    

: الصورة القیاسیة  )٢       20 h i ] s h s r  

٣(         k l 0 h k s l s h s r   الإحداثي السیني لنقط تقاطع منحنى
 الاقتران مع محور السینات 

  لكن في البدایة لنتعرف على الاقتران الإمام 2 s s r   

یسمى الاقتران  2 s s r  بالاقتران الإمام للاقترانات التربیعیة ، ومن میزاتھ :  

 منحنى الاقتران یمثل قطع مكافئ مفتوح للأعلى  )١

لا یوجد قیم سالبة لـ  )٢  s r w  

 منحنى الاقتران متماثل حول محور السینات  )٣

   ٤= ص   ٢= فمثلاُ عند س 

   ٤= ص   ٢-= عند س      

 لمنحنى الاقتران نقطة مرجع أو نقطة رأس  )٤

  )  ٠،  ٠( عند 

 یمكن رسم منحنى الاقتران دون استخدام جدول  )٥

  وسوف نتعرف لاحقا على أھمیة الاقتران الإمام في رسم  الاقترانات التربیعیة 

  

 و العدد الحقیقي   لاحظ في كل صیغ الاقتران التربیعي أن العامل المشترك بینھا ھ0 h   

2معامل  s  0 h  منحنى الاقتران ) تضیق ( ، في كل الصیغ السابقة تتحكم في درجة توسع
  :  التربیعي ، وكذلك متى یكون الاقتران مفتوح للأعلى أو للأسفل كما یلي 

  

١( 0 h   ،                  المنحنى  مفتوح للأعلى0 h                  المنحنى مفتوح للأسفل 

إذا كان    )٢    1 h 1 h ، فإن منحنى الاقتران یكون أوسع من منحنى الاقتران  1
الإمام  2 s s r  )د توسع في فتحة الاقتران                  یوج( 

 

 

  

 

٣ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



إذا كان    )٣ 1 h  أو1 h  1 h فإن منحنى الاقتران یكون أضیق من منحنى ،
الاقتران الإمام  2 s s r  )   یوجد تضیق في فتحة الاقتران               ( 

  

  الشكل المجاور یبین توسع وتضیق الاقتران 

  : التربیعي بالنسبة للاقتران الإمام حیث 

  

-  2 s s r  الاقتران الإمام 

-    21 h s h s l  

-    21 h sh s i    

  

  

  : لقد تم شرح الاقتران التربیعي بصوره المختلفة ، بحیث كان 

  

  )الصورة العامة ( مخصص لطلبة الصف التاسع حسب الكتاب المقرر :  القسم الأول 

  

  بالصورة القیاسیة  التربیعي مخصص لشرح الاقتران: القسم الثاني 

  

  بدلالة صفري الاقترانالتربیعي  مخصص لشرح الاقتران: القسم الثالث 

  

  مخصص لحل معادلات كسریة تؤول إلى معادلات تربیعیة : سم الرابع الق
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    الاقتران التربیعي  :       لوحدة الثالثةا القسم الأول 
  الاقتران التربیعي ورسم منحناه          ١ – ٣

  :مراجعة 
  ھي مجموعة الأزواج المرتبة : العلاقة من أ إلى ب : العلاقة w s  التي مساقطھا الأولى 

   ٠ بس تنتمي إلى المجموعة أ ، ومساقطھا الثانیة ص تنتمي إلى المجموعة          

 ؛ بحیث یرتبط كل عن) المدى ( و ص ) المجال ( قة تربط بین مسقطیھا س ھو علا:  الاقتران 

  ٠عنصر في المجال بصورة واحدة فقط في المدى            

  ھو الاقتران الذي یكتب على الصورة : الاقتران الخطي  f sh s r  حیث أ ، ب 

0عددان حقیقیان ،                     h   

  أي من الاقترانات الآتیة اقتران خطي ؟ : سؤال 

                        22 s7 s4 s g [ 4 s2 s i f 7 s4 s r h   

  : الحل 

لاحظ أنھ في الاقترانین         s i s r  العبارة المرتبطة في كل اقتران عبارة خطیة ، لذلك فإن
قتران الاقترانین اقترانیین خطیین ، بینما في الا s g  العبارة المرتبطة في الاقتران عبارة تربیعیة ،

ً مثل ھذا الاقتران یسمى     ٠ اقتراناً تربیعیا

  

  )  ١( تعریف 
، حیث ح  ح : ق إذا كان           2[ sf sh s r  وكانت ،  ب ، جـ ، ً أعدادا

ً ى یسم ق، فإن الاقتران  ٠ ≠ حقیقیة  2معامل   ، ویسمى العدد اقتراناً تربیعیا s  ویسمى العدد ،

معاملات الاقتران ، ب ، جـ  الحد المطلق ، وبتعبیر عام تسمى  جـ ویسمى العدد  سمعامل  ب 

   ٠، ومداه مجموعة صور المجال  حھو مجموعة الأعداد الحقیقیة   ق، ومجال  قالتربیعي 
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   ٨٣كتاب مدرسي ص) ١ – ٣( تدریب + )  ١ – ٣( شامل مثال ) :  ١( ل مثا

  أي من الاقترانات الآتیة اقتران تربیعي ؟  ثم اكتب معاملات الاقتران إذا كان تربیعي   

لیس   تربیعي  الاقتران
  تربیعي

معامل 
2 s  

معامل   
  س

الحد   
  السبب  المطلق

   27 s3 s s r      ٧  ٣  ١    

  2 s s2 s i  

   2s2 s s i  

    -٠  ٢  ١    

  4 s s u       لا یمكن كتابتھ عل الصورة العامة للاقتران التربیعي  

   2 31 s9 s3 s ]      لا یمكن كتابتھ عل الصورة العامة للاقتران التربیعي  

 2 s2 s r      ٠  ٠  ٢    

  
1

2 20 s s s s i      للاقتران التربیعي لا یمكن كتابتھ عل الصورة العامة  

   21
s5 s s ;2      ٥-  ١  1

2    

  

  :التمثیل البیاني للاقتران التربیعي :: 
 : عند تمثیل منحنى الاقتران التربیعي بیانیاً نحصل على أحد المنحنیات التالیة   )١

  

 

 

 مفتوح للأسفل                 مفتوح للأعلى                                 

2معامل (  العدد الحقیقي  )  ١( من خلال تعریف   )٢ s  ( حیث ، ≠ إما أن یكون موجباً  ٠ ،

 0 h  ًأو سالبا ، 0 h  2، وأھمیة إشارة معامل s  أنھا تحدد ھل منحنى الاقتران ق
 ) أعلاه الشكل (  ٠مفتوح للأعلى أو للأسفل 

  

 

 0 h 

 0 h 
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  ل                   المجاور النقطة في الشكل )٣

 ل تسمى رأس الاقتران            

  وإحداثیات ھذه النقطة 

   f f
r

h2 h2
   

معامل  حیث             2 s ،                                                              ل                                                            

ب معامل                    s                                                                   

  : في الأشكال التالیة اكتب إحداثیات نقطة رأس الاقتران )  ٢( مثال 

        

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 

 ) ٢-،  ١-( نقطة الرأس            )            ٢-،  ٠:  ( الحل 

  

 )  ٠،  ٤- ( نقطة الرأس                 )           ٠،  ٤:  ( الحل  
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  : لكل من الاقترانات التربیعیة التالیة جد إحداثیات نقطة الرأس ) :  ٣( مثال 

     
     
     

     
    

2 2

2 2

s6 s2 s i f 3 s4 s2 s r h

3 s s r ] 1 s4 s s g [
     

      : الحل     23 s4 s2 s r h   

        ) 2معامل s  = (ب    ٢ ،، ) معاملs  = (جـ   ٤  ،،، ) = ٣) ) = الثابت ( الحد المطلق   

إحداثیات نقطة الرأس         f f
r

h2 h2
   

  الإحداثي السیني لنقطة الرأس     
f4 4

1 4 2 2 h2
   

  الإحداثي الصادي لنقطة الرأس     f
1 r r

h2
 نعوض في قاعدة الاقتران   

          
         

23 1 4 1 2 1 r
1 3 4 2 3 4 1 2

    

  إحداثیات نقطة الرأس ً إذا       f f
1 1 r

h2 h2
    

    2s6 s2 s i f   

        ) 2معامل s  = (-ب ،   ٢ ، ) معاملs  = (-جـ   ٦  ،،، ) = ٠) ) = الثابت ( الحد المطلق   

إحداثیات نقطة الرأس         f f
i

h2 h2
   

  الإحداثي السیني لنقطة الرأس        
6 f3 6

2 4 2 2 h2
   

  الإحداثي الصادي لنقطة الرأس     f3
i i2 h2

 نعوض في قاعدة الاقتران   

         
       

23 3 3
6 2 i2 2 2

9 18 9 18 9
4,5 22 2 2 2 4

    

ً إحداثیات نقطة الرأس  إذا       f f
4,5 1,5 i

h2 h2
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    21 s4 s s g [   

  : الحل  

        ) 2معامل s  = (ب    ١ ،، ) معاملs  = (جـ ،،،    ٤ ) = ١- ) ) = الثابت ( الحد المطلق   

إحداثیات نقطة الرأس         f f
g

h2 h2
   

  الإحداثي السیني لنقطة الرأس     
f4 4

2 2 1 2 h2
   

  الإحداثي الصادي لنقطة الرأس     f
2 g g

h2
 نعوض في قاعدة الاقتران   

          
    

21 2 4 2 2 g
5 1 8 4

    

  إحداثیات نقطة الرأس ً إذا        f f
5 2 g

h2 h2
    

   23 s s r ]   

  : الحل    

        ) 2معامل s  = (ب    ١ ،، ) معاملs  = (جـ   ٠  ،،، ) = ٣) ) = الثابت ( الحد المطلق   

نقطة الرأس إحداثیات         f f
r

h2 h2
   

  الإحداثي السیني لنقطة الرأس   
f0 0

0 2 1 2 h2
   

  الإحداثي الصادي لنقطة الرأس    f
0 r r

h2
 نعوض في قاعدة الاقتران   

    
  

23 0 0 r
3 3 0

    

  إحداثیات نقطة الرأس ً إذا      f f
3 0 r

h2 h2
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 ھو المستقیم المار بنقطة الرأس لمنحنى الاقتران موازیاً لمحور الصادات ،: محور التماثل   )٤

الإحداثي السیني لنقطة الرأس ، رمزاً = س :  ومعادلتھ                     f
s

h2
   

   

  الشكل المجاور یوضح 

  موقع محور التماثل في 

 ان التربیعي منحنى الاقتر

 

  ) :  ٤( مثال 

  محور التماثل                   محور التماثل                                                   

  )س(ل)                      س(في الشكل المجاور الذي یمثل منحنى              ق  

  كل من الاقترانین ق ، ل ، جد معادلة 

   ٠لكل منھما محور التماثل 

  : الحل 

  وبما أن معادلة محور التماثل ھي )  ٤،  ٢) : ( س ( نقطة رأس منحنى الاقتران ق ، : 

الإحداثي السیني لنقطة الرأس = س  2 s   

  وبما أن معادلة محور التماثل ھي )  ٠،  ٢) : ( س ( نقطة رأس منحنى الاقتران ل ، : 

لسیني لنقطة الرأس الإحداثي ا= س  2 s   

  : جد معادلة محور التماثل لكل اقتران ) :  ٣( في المثال       ) :  ٥( مثال 

:      الحل     23 s4 s2 s r h   

        ) 2معامل s  = (ب    ٢ ،، ) معاملs (  =جـ   ٤  ،،، ) = ٣) ) = الثابت ( الحد المطلق   

  الإحداثي السیني لنقطة الرأس     
f4 4

1 4 2 2 h2
   

  معادلة محور التماثل :  1 s  
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    2s6 s2 s i f   

        ) 2معامل s  = (-ب    ٢ ،، ) معاملs  = (-جـ   ٦  ،،، ) = ٠) ) = الثابت ( الحد المطلق   

  الإحداثي السیني لنقطة الرأس        
6 f3 6

2 4 2 2 h2
   

  معادلة محور التماثل :  3
s2  

    21 s4 s s g [   

        ) 2معامل s  = (ب    ١ ،، ) معاملs  = (جـ   ٤  ،،، ) = ١- ) ) = الثابت ( الحد المطلق   

  الإحداثي السیني لنقطة الرأس     
f4 4

2 2 1 2 h2
   

  معادلة محور التماثل :  2 s   

    23 s s r ]   

     ) 2معامل s  = (ب    ١ ،، ) معاملs  = (جـ   ٠  ،،، ) = ٣) ) = الثابت ( الحد المطلق   

  الإحداثي السیني لنقطة الرأس   
f0 0

0 2 1 2 h2
  

  معادلة محور التماثل : 0 s   

  

 قتران التربیعي  القیمة الصغرى والعظمى للا  )٥

    2[ sf sh s r     ونقطة رأسھ ،   f f
r

h2 h
   

  إذا كانت0 h  فإن للاقتران ق قیمة صغرى عند ، f
s

h2
وھي   f

r
h2

  

  إذا كانت0 h  عند  عظمى، فإن للاقتران ق قیمة f
s

h2
وھي   f

r
h2

  

  لاحظ أن القیمة الصغرى والعظمى للاقتران ھي الإحداثي الصادي لنقطة الرأس 
  : أنظر الشكل التالي           
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  ) :  ٦( مثال 

ربعة اقترانات تربیعیة ، جد نقطة الرأس لكل اقتران ثم بین ھل للاقتران قیمة یبین الشكل منحنیات أ   
  : عظمى أم صغرى ثم حدد ھذه القیمة 

  

  

  

  

  

  : الحل 

  ٨، قیمة عظمى ومقدارھا )  ٨،  ٢- ( نقطة الرأس ) : س ( ق الاقتران  

  ٤، قیمة عظمى ومقدارھا )  ٤،  ٣( نقطة الرأس ) : س ( الاقتران ھـ  

 ٤-، قیمة صغرى ومقدارھا )  ٤-،  ١-( نقطة الرأس ) : س ( الاقتران ل  

  ٣-، قیمة صغرى ومقدارھا )  ٣- ،  ١( نقطة الرأس ) : س ( الاقتران م  

  

  

 

  إذا كانت0 h  فإن للاقتران ق قیمة صغرى عند ، f
s

h2
وھي   f

r
h2

  

  إذا كانت0 h  فإن للاقتران ق قیمة عظمى عند ، f
s

h2
وھي   f

r
h2
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  ) :  ٧( مثال 

  : جد القیمة العظمى أو الصغرى لكل من الاقترانات التربیعیة التالیة    

     

       

     

     

2 2

2

s s4 3 s i f 1 s4 s2 s r h

1
7 s 4 s2 s ; ] 6 s2 s s g [2

    

  : الحل 

    21 s4 s2 s r h   

    ) 2معامل s  = (ب    ٢ ،، ) معاملs  = (جـ   ٤  ،،، ) = ١-) ) = الثابت ( الحد المطلق   

إحداثیات نقطة الرأس    f f
r

h2 h2
   

  الإحداثي السیني لنقطة الرأس     
f4 4

1 4 2 2 h2
   

  الإحداثي الصادي لنقطة الرأس     f
1 r r

h2
 نعوض في قاعدة الاقتران   

                   23 1 4 2 1 r 1 1 4 1 2 1 r    

  إحداثیات نقطة الرأس ً إذا        f f
3 1 r

h2 h2
    

  2وبما أن معامل s  أكبر من صفر 0 h  إذا منحنى الاقتران مفتوح للأعلى ، لھ قیمة ،

  ٠) الإحداثي الصادي لنقطة الرأس (  ٣ -، وھي   ١-= صغرى عند س 

  

    2 s s4 3 s i f   

نكتب الاقتران على الصورة العامة         23 s4 s s i    

    ) 2معامل s  ( = -ب    ١ ،، ) معاملs  = ( -جـ   ٤  ،،، ) = ٣) ) = الثابت ( الحد المطلق   

  الإحداثي السیني لنقطة الرأس        
4 f4

2 2 1 2 h2
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  الإحداثي الصادي لنقطة الرأس     f
2 i i

h2
 نعوض في قاعدة الاقتران   

                    27 3 8 4 2 i 3 2 4 2 2 i    

  إحداثیات نقطة الرأس ً إذا       f f
7 2 i

h2 h2
    

  2وبما أن معامل s  أصغر من صفر 0 h  إذا منحنى الاقتران مفتوح للأسفل ، لھ قیمة ،

  ٠) الإحداثي الصادي لنقطة الرأس (   ٧، وھي  ٢-= عظمى عند س 

  

    2 1
6 s2 s s g [2   

    ) 2معامل s   = (1
    ٦-) ) = الثابت ( الحد المطلق = ( ،،،  جـ   ٢) =  sمعامل ( ،، ب   2

إحداثیات نقطة الرأس    f f
g

h2 h2
   

 سیني لنقطة الرأس الإحداثي ال     


f2 2
2 1 1 h222

   

  الإحداثي الصادي لنقطة الرأس     f
2 g g

h2
 نعوض في قاعدة الاقتران   

                   2 1
8 6 4 2 2 g 6 2 2 2 2 g2    

  إحداثیات نقطة الرأس ً إذا        f f
8 2 g

h2 h2
    

  2وبما أن معامل s كبر من صفر أ 0 h  إذا منحنى الاقتران مفتوح للأعلى ، لھ قیمة ،

  ٠) الإحداثي الصادي لنقطة الرأس (  ٨ -، وھي   ٢-= صغرى عند س 

  

  

  
١٤ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



      7 s 4 s2 s ; ]   

نكتب الاقتران على الصورة العامة               2 27 s8 s2 s ; 7 s2 s8 s ;   

    ) 2معامل s  = ( -ب    ٢ ،، ) معاملs  = (جـ   ٨  ،،، ) = ٧) ) = الثابت ( الحد المطلق   

  الإحداثي السیني لنقطة الرأس     
f8 8

2 4 2 2 h2
    

  الإحداثي الصادي لنقطة الرأس    f
2 ; ;

h2
 لاقتران نعوض في قاعدة ا  

                215 7 16 8 2 ; 7 2 8 2 2 2 ;    

  إحداثیات نقطة الرأس ً إذا      f f
15 2 ;

h2 h2
    

  2وبما أن معامل s  أصغر من صفر 0 h  إذا منحنى الاقتران مفتوح للأسفل ، لھ قیمة ،

  ٠) ي الصادي لنقطة الرأس الإحداث(    ١٥، وھي  ٢ = عظمى عند س 

  

 مجال ومدى الاقتران التربیعي   )٦

  أو كفترة  ،مجال الاقتران التربیعي ھو مجموعة الأعداد الحقیقیة  ح   ٠  

أو ھي مجموعة قیم س التي یمكن التعویض بھا في قاعدة الاقتران ، وھي تمثل محور السینات 
  ) حسب ما یحدد السؤال  (أو مجموعة جزئیة منھ 

  ھي مجموعة صور المجال : مدى الاقتران التربیعي 

یوضح العلاقة أو قیم ص الناتجة من تعویض قیم س في قاعدة الاقتران التربیعي ، والشكل التالي   
  المدى  وعناصرالمجال  بین عناصر

                   

  ) قیم ص ( عناصر المدى                          ) قیم س ( عناصر المجال    

  

  

  

 قاعدة الاقتران

١٥ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



 

 

                                              : كیف نجد مدى الاقتران التربیعي  -

 ً   بیانیاً  : أولا

  ) الشكل المجاور( إذا كان منحنى الاقتران مفتوح للأعلى  :: 

  ھي الإحداثي فإن أقل قیمة یصل إلیھا منحنى الاقتران    

  ، لذلك فإن مدى الاقتران ھو  الصادي لنقطة الرأس   

  : إلى ما لانھایة  ورمزاً ) الصغرى ( من أقل قیمة  

     
f

r w
h2

      أو  مدى الاقتران    f
r w w

h2
    

  

  )الشكل المجاور ( إذا كان منحنى الاقتران مفتوح للأسفل :: 

  فإن أعلى قیمة یصل إلیھا الاقتران ھي الإحداثي الصادي     

  لنقطة الرأس ، لذلك فإن مدى الاقتران ھو من سالب    

                             : ورمزاً ) العظمى ( ما لانھایة إلى أكبر قیمة      

    
f

r w
h2

    أو مدى الاقتران    f
r w w

h2
   

  : إذا علمت قاعدة الاقتران : ثانیاً 

2إذا كان معامل  ::      s  أصغر من صفر 0 h  إذا منحنى الاقتران مفتوح للأسفل ،  

  نجد إحداثي نقطة الرأس كما تعلنا ثم نجد المدى        

          
f

r w
h2

    أو مدى الاقتران    f
r w w

h2
    

2إذا كان معامل ::    s  أكبر من صفر 0 h  إذا منحنى الاقتران مفتوح للأعلى ،  

  نجد إحداثي نقطة الرأس كما تعلنا ثم نجد المدى      

       
f

r w
h2

     أو مدى الاقتران    f
r w w

h2
    

  

١٦ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



  ) :  ٨( مثال 

  

  اعتماداً على  الشكل المجاور الذي  

  یمثل منحنى كل من الاقترانین ق ، ل 

   ٠جد مدى  كل منھما 

  

  : الحل 

  إحداثیات نقطة الرأس  ) : س ( الاقتران ق 4 3 على ، إذا ، ومفتوح للأ : 

) س ( مدى ق   4 w w   

  إحداثیات نقطة الرأس  ) : س ( الاقتران ل 0 4  ومفتوح للأسفل ، إذا ، : 

) س ( مدى ل   0 w w    

  

  : من الاقترانات التالیة  جد مدى كل) :  ٩( مثال 

            
     
     

      
    

2 2

2 2

4 s6 s s i f 3 s2 s s r h

2 s6 s3 s ; ] s6 s3 s g [
   

  : الحل 

         23 [ 2 f 1 h 3 s2 s s r h      

          
2 f2

1 2 1 2 h2
  الإحداثي السیني لنقطة الرأس  

         2 3 2 1 1 r  الإحداثي الصادي لنقطة الرأس 2 1  نقطة الرأس  

وبما أن      0 h  ٢وھي  ١= ، منحنى الاقتران مفتوح للأعلى ، لھ قیمة صغرى عند س   

إذا مدى ق                         2 w w   

  

  

                                                                     

١٧ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



  

          24 [ 6 f 1 h 4 s6 s s i f    

          
f6 6

3 2 1 2 h2
  الإحداثي السیني لنقطة الرأس  

          13 4 18 9 3 i  الإحداثي الصادي لنقطة الرأس 13 3  نقطة الرأس  

وبما أن      0 h  ١٣وھي  ٣= ، منحنى الاقتران مفتوح للأسفل ، لھ قیمة عظمى عند س   

 ھـإذا مدى                         13 w w    

  

       20 [ 6 f 3 h s6 s3 s g [     

           
f6 6

1
6 3 2 h2

  الإحداثي السیني لنقطة الرأس  

          3 6 3 1 g  الإحداثي الصادي لنقطة الرأس   3 1  نقطة الرأس  

وبما أن      0 h ٣-وھي  ١-= مة صغرى عند س ، منحنى الاقتران مفتوح للأعلى ، لھ قی   

إذا مدى ل                          3 w w    

  

           22 [ 6 f 3 h 2 s6 s3 s ; ]    

            
f6 6

1
6 3 2 h2

  الإحداثي السیني لنقطة الرأس  

          1 2 6 3 1 الإحداثي الصادي لنقطة الرأس  ; 1 1  نقطة الرأس  

وبما أن      0 h  ١وھي  ١= ، منحنى الاقتران مفتوح للأسفل ، لھ قیمة عظمى عند س    

إذا مدى ك                         1 w w    

  

  

  ١٨ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



 نقاط تقاطع منحنى الاقتران التربیعي مع المحورین   )٧

  مجاور یمثل منحنى الاقتران التربیعي الشكل ال

  مبیناً علیھ نقط تقاطع منحنى الاقتران التربیعي 

   ٠مع المحورین السیني والصادي 

  النقطة [ 0 نقطة تقاطع منحنى الاقتران 

   ٠مع محور الصادات 

  النقطتین   0 k 0 l    نقطتي 

  تران مع محور السینات تقاطع منحنى الاق

 ::: ً    :ملاحظات مھمة جدا

  منحنى الاقتران التربیعي دائما یقطع محور الصادات وإحداثیات نقطة التقاطع ھي [ 0   
  ٠) بشرط مجالھ مجموعة الأعداد الحقیقیة  ح ( حیث جـ الحد المطلق في الاقتران التربیعي 

 أي یمكن أن یقطعھ في ( یعي یقطع محور السینات في نقطتین على الأكثر منحنى الاقتران الترب
  ٠والأشكال التالیة توضح ذلك ) نقطتین ، أو نقطة واحدة ، أو لا یقطعھ نھائیاً 

  

  

  

  

   

  یقطع محور السینات في       یقطع محور السینات في             لا یقطع محور السینات     

  نقطتین                      نقطة واحدة فقط                           نھائیاً               

 إن وجدت (  مع محور السینات سوف نجد نقط تقاطع منحنى الاقتران التربیعي في ھذا الدرس (
 بیانیاً 

 إذا علمت قاعدتھ ، نعوض  مع محور الصادات لإیجاد نقطة تقاطع منحنى الاقتران التربیعي
صفر بدل كل س في قاعدة الاقتران ، فنجد الناتج یساوي الحد المطلق ال

     [ 0 [ 0 r  ٠نقطة التقاطع مع محور الصادات   

 

 

  

١٩ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



  : ملخص أولي لما سبق 

   الصورة العامة للاقتران التربیعي   2[ sf sh s r   

  معادلة محور   نقطة الرأس
  التماثل

قیمة عظمى  
  المدى  فتحة المنحنى  ىأو صغر

0 h     f f
r

h2 h2
   f

s
h2

  للأعلى  صغرى    f
r w

h2
  

0 h     f f
r

h2 h2
   f

s
h2

  للأسفل  عظمى    f
r w

h2
  

  

  ًبیانیا : 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 
 

 
 

٢٠ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



   المستوى الإحداثي  یاني لمنحنى الاقتران التربیعي علىالآن ننتقل إلى التمثیل الب    

  ًمن الطرق المستخدمة في تمثیل الاقتران التربیعي بیانیا : 

 

  تخدام برامج للرسم مثل برنامج إكسل أو غیره اس)  ٢طریقة الجدول                  )  ١

  

 طریقة الجدول   )١

fنجد الإحداثي السیني لنقطة الرأس  -
h2

 ، ثم نجد إحداثي نقطة الرأس  

 : أعمدة وصفین كما یلي  ٨ننشئ جدول یتكون من  -

 نقطة الرأس                                                      

f        س
h2

        

        )س ( ق  f
r

h2
        

  

fمن نعبئ خانات قیم س في أعداد أقل  -
h2

 على یمینھا ، وأعداد أكبر منھا على یسارھا   

 )  س ( ق = نعوض قیم س في قاعدة الاقتران لإیجاد قیم   ص  -

  الإحداثي ثم نصل بینھا بخط منحن المستوى اتجة من الخطوة السابقة علقاط الننعین الن -

 

    ٨٦ص)  ٣ – ٣( شامل مثال ) :  ١٠( مثال 

  ارسم منحنى كلاً من الاقترانات التربیعیة التالیة في المستوى الإحداثي              

  

          
     

  

      
  

2 2

2

4 s6 s s i f 1 s4 s s r h

3 s2 s s g [
   

  

٢١ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



  : الحل 

         21 [ 4 f 1 h 1 s4 s s r h    )٨٦كتاب مدرسي ص  (  

      
4 f4

2 2 1 2 h2
2الإحداثي السیني لنقطة الرأس ، معادلة محور التماثل   s  

         23 1 2 4 2 2 r  ، الإحداثي الصادي لنقطة الرأس 3 2 نقطة الرأس  

  الجدول 

  ٥  ٤  ٣  ٢  ١  ٠  ١-  س

  ٦  ١  ٢-  ٣-  ٢-  ١  ٦  )س(ق=ص

  نجد قیم ص 

   

   

   

       
        
         

2 1 12 9 3 r 2 1 4 1 1r

1 1 16 16 4 r 1 1 0 0 0r

6 1 20 25 5 r 6 1 4 1 1 r

    

  نعین النقاط على المستوى الإحداثي ، ثم نصل 

  ٠بینھا بخط منحن ، كما في الشكل المجاور 

        

          

          24 [ 6 f 1 h 4 s6 s s i f     

     
f6 6

3 2 1 2 h2
3رأس ، معادلة محور التماثل الإحداثي السیني لنقطة ال  s  

      13 4 18 9 3 i  ، الإحداثي الصادي لنقطة الرأس 3 2  نقطة الرأس 

  الجدول 

  ٦  ٥  ٤  ٣  ٢  ١  ٠  س

  ٤  ٩  ١٢  ١٣  ١٢  ٩  ٤  )س(ھـ=ص

  

  

 

٢٢ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



  نجد قیم ص  

   

   

   

       
        
        

4 4 36 36 6 i 4 4 0 0 0i

9 4 30 25 5i 9 4 6 1 1i

12 4 24 16 4i 12 4 12 4 2i

   

 قاط على المستوى الإحداثي ، ثم نصل نعین الن 

  ٠بینھا بخط منحن ، كما في الشكل المجاور 

  

         23 [ 2 f 1 h 3 s2 s s g [     

      
2 f2

1 2 1 2 h2
1الإحداثي السیني لنقطة الرأس ، معادلة محور التماثل   s  

     2 3 2 1 1 g ادي لنقطة الرأس ، الإحداثي الص 2 1  نقطة الرأس 

  الجدول 

  ٤  ٣  ٢  ١  ٠  ١-   ٢-  س

  ١١  ٦  ٣  ٢  ٣  ٦  ١١  )س(ق=ص

  نجد قیم ص 

   

   

   

        
         
        

11 3 8 16 4 g 11 3 4 4 2 g

6 3 6 9 3 g 6 3 2 1 1 g

3 3 4 4 2 g 3 3 0 0 0 g

    

  نعین النقاط على المستوى الإحداثي ، ثم نصل 

  ٠بینھا بخط منحن ، كما في الشكل المجاور 

  

   

  

  

  

 

 

٢٣ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



 الرسم  استخدام برامج )٢

   ٠٠٠،  fx-drawبرنامج إكسل ، دیسموس ، جیوجبرا ، : نختار أي برنامج للرسم مثل 

   ٨٨ص)  ٢ – ٣( حل تدریب 
ارسم منحنى الاقتران التربیعي      25 s4 s s r    

  تم استخدام برنامج دیسموس في الرسم :    الحل  

        25 [ 4 f 1 h 5 s4 s s r    

     
f4 4

2 2 1 2 h2
الإحداثي السیني لنقطة الرأس ، معادلة محور التماثل   2 s  

       9 5 8 4 2 r  ، الإحداثي الصادي لنقطة الرأس  9 2  نقطة الرأس 

  الجدول 

  ١  ٠  ١-  ٢-  ٣-  ٤-  ٥-  س

  ٠  ٥-  ٨-  ٩-  ٨-  ٥-  ٠  )س(ق=ص

  قیم ص نجد 

   

   

   

        
         
          

0 5 4 1 1r 0 5 20 25 5 r

5 5 0 0 0r 5 5 16 16 4 r

8 5 4 1 1 r 8 5 12 9 3 r

    

  نعین النقاط على المستوى الإحداثي ، ثم نصل 

  ٠بینھا بخط منحن ، كما في الشكل المجاور 

  

  

  

  

  

  

  

 

٢٤ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



  ٨٨ص)  ٣ – ٣( حل تدریب 

إذا كان ق اقتراناً تربیعیاً ، حیث   2s2 s s r   

  أم إلى الأسفل ؟ ھل منحنى الاقتران ق مفتوح إلى الأعلى ) أ  

  ھل للاقتران ق قیمة صغرى أم قیمة عظمى ؟ جدھا ) ب 

  ما مدى الاقتران ق ؟ ) جـ 

  : الحل 

الجواب في الأفرع الثلاثة یعتمد على إشارة معامل      20 1 h s   ) موجبة (  

إشارة معامل  مفتوح إلى الأعلى  ) أ    20 1 h s   ) موجبة (  

  قیمة صغرى ) ب 

                  f2
1 2 1 1 r 1 2 h2
  القیمة الصغرى  

مدى الاقتران ق ) جـ    1 w w    

  ٩٨ص)  ٤ – ٣( حل تدریب 

، ارسم رسماً  ٣= ومعادلة محور تماثلھ ھي س  ٤إذا كان ق اقتراناً تربیعیاً ، قیمتھ العظمى تساوي 
   ٠ى الاقتران ق تقریبیاً لمنحن

  : الحل 

  : إذاً  ، ٤بما أن للاقتران قیمة عظمى وتساوي  

  الاقتران مفتوح إلى الأسفل 

   نقطة الرأس 4 3   

  

  

  

  

  

 

٢٥ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



  ٩٨ص)  ٥ – ٣( حل تدریب 

:  استخدم الآلة الراسمة لرسم منحنى الاقتران التربیعي    2 s s2 s r ٠   

   ٠عتمداً على الرسم جد إحداثیي نقطة الرأس ، ومعادلة محور التماثل ، والقیمة العظمى للاقتران ق م

  

  : الحل 

   نقطة الرأس 1 1  

   معادلة محور التماثل :1 s   

  ١:  القیمة العظمى  

  مدى الاقتران ق  1 w w  

  

  ٩٠ص)  ٦ – ٣( حل تدریب 

إذا كان    2 1
s2 s s r2   

   ٠برنامج إكسل في رسم منحنى الاقتران ق استعمل ) أ  

  ما النقط التي یقطع عندھا المنحنى محور السینات ؟ ) ب 

  ما النقطة التي یقطع عندھا المنحنى محور الصادات ؟ ) جـ 

  : الحل 

  الشكل المجاور ) أ  

  نقط التقاطع مع محور السینات ) ب 

       0 4 0 0     

  نقطة التقاطع مع محور الصادات ) جـ 

             0 0   

  

  

 

 

٢٦ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



  أمثلة حیاتیة على الاقتران التربیعي 
   ٩٠كتاب مدرسي ص)  ٦ – ٣( مثال ) :  ١١( مثال 

  ین قوساً لقذف سھم في لعبة الرمایة استخدم عز الد

  ثانیة / متراً  ٤٠إلى الأعلى بسرعة ابتدائیة قدرھا 

  وفق العلاقة  2 k 5 k 40 g حیث ن الزمن ،  

  بالثواني ، ل الارتفاع بالأمتار ، ما أقصى ارتفاع 

   ٠یمكن أن یصلھ السھم ؟ الشكل المجاور 

  

  : الحل 

  : م تمثل اقتران تربیعي ، نكتب العلاقة بالصورة العامة لاحظ أن العلاقة التي یسیر فیھا السھ

           20 [ 40 f 5 h k 40 k 5 k g    

0أقصى ارتفاع یصلھ السھم یمثل القیمة العظمى للاقتران حیث  h   

    
f40

e4 k5 2 h2
  ثوان من قذفھ  ٤، یصل السھم إلى أقصى ارتفاع بعد مرور  

ى ارتفاع أقص             80 160 80 4 g 4 40 16 5 4 g  ًمترا  

  

  ٩١حل تمارین ومسائل ص
 أي من الاقترانات الآتیة اقتران تربیعي ؟  )١

) أ    
1
20 s s s s r   

   ٠لیس اقتران تربیعي ، حیث لا یمكن كتابتھ على الصورة العامة للاقتران التربیعي      

) ب      5 1 s s s i   

       25 s s s i  اقتران تربیعي  

  

  

 

٢٧ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



) جـ   1 s2 s g         لیس اقتران تربیعي  

) د        2 24 s s 3 s s i   

           2 44 s s3 s s i  لیس اقتران تربیعي  

ما معادلة محور تماثل الاقتران التربیعي   )٢   2s 0,25 s s r  

  نكتب الاقتران على الصورة العامة : الحل 

                  20,25 [ 1 f 1 h 0,25 s s s r    

: معادلة محور التماثل                   
f1 1 1

s s2 2 1 2 h2
   

ما مجال ومدى الاقتران التربیعي   )٣  2 s 1 s r  

  نكتب الاقتران على الصورة العامة : الحل 

                   21 [ 0 f 1 h 1 s s r   

  مجموعة الأعداد الحقیقیة  ح ، أو : مجالھ     

  الإحداثي السیني لنقطة الرأس : 
f0

0 1 2 h2
  

: الإحداثي الصادي لنقطة الرأس            1 0 1 1 0 0 r  نقطة الرأس  

2ل وبما أن معام      s إشارتھ سالبة 0 h  إذاً مدى ق ،  1 w w   

حیث : ح  ح : إذا كان ق  )٤   24 s5 s s r  فجد     4 r 1 r 2 r   

  : الحل 

  قیم س   24 s5 s s r   w s  

2           218 4 2 5 2 2 r   18 2  

1         20 4 1 5 1 1 r   0 1  

4         20 4 4 5 4 4 r   0 4  
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جد معادلة محور التماثل ، ورأس المنحنى ، والقیمة العظمى أو القیمة الصغرى ، والمجال ،   )٥
 : والمدى لكل من الاقترانات الآتیة 

              2 2 2s s i [ 4 s s2 s , f 7 s6 s s r h   

  المجال لكل الاقترانات ھو مجموعة الأعداد الحقیقیة  ح: الحل 

  ]  h  f  الاقتران
  معادلة محور

  التماثل

  رأس

  المنحنى

عظمى 
أو 

  صغرى
  المدى

 
  2

s r

7 s6 s
  ٧-  ٦  ١  


 

f
s

h2
6

3 1 2

  
 

 

 
   

  

3 r
16 7 18 9

16 3
  

-١٦  

  صغرى
 16 w  

 
  2

s ,

4 s2 s
  -٤  ٢  ١  


 

f
s

h2
2

1 1 2

  
 

 


   



1 ,
5 4 2 1


  

٥  

  عظمى
5 w  

 2 s s i  ٠  ٠  ١  


 

f
s

h2
0

0 1 2

      00 0 0 i  
٠  

  صغرى
0 w  

  

  :ارسم منحنى الاقترانات الآتیة    )٦

            2 24 s2 s s i f 1 2 s s r h    

  ) المعتمدة للصف التاسع ( الطریقة الأولى  : الحل 

      21 2 s s r h   : نكتب قاعدة الاقتران على الصورة العامة  

            2 23 s4 s s r 1 4 s4 s s r  

          23 [ 4 f 1 h 3 s4 s s r    

     
f4 4

2 2 1 2 h2
لنقطة الرأس ، معادلة محور التماثل  الإحداثي السیني  2 s  

       1 3 8 4 2 r  ، الإحداثي الصادي لنقطة الرأس  9 2  نقطة الرأس 

  الجدول 
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  ١  ٠  ١-  ٢-  ٣-  ٤-  ٥-  س

  ٨  ٣  ٠  ١-  ٠  ٣  ٨  )س(ق=ص

 

  نجد قیم ص 

   

   

   

        
         
          

8 3 4 1 1r 8 3 20 25 5 r

3 3 0 0 0r 3 3 16 16 4 r

0 3 4 1 1 r 0 3 12 9 3 r

    

  

  نعین النقاط على المستوى الإحداثي ، ثم نصل 

  ٠بینھا بخط منحن ، كما في الشكل المجاور 

    

  فرع أ فقط :الطریقة الثانیة 

  طریقة الانسحاب الأفقي والعمودي لمنحنى  

الاقتران التربیعي الإمام  2 s s r    

  )الشكل المجاور ( خطوات الرسم 

 الإمام تران نرسم الاق 2 s s r 

  نسحب منحنى الاقتران الإمام وحدتین 

للیسار      2 2 s s r   

 نسحب منحنى الاقتران الناتج من الخطوة 

  السابقة وحدة واحدة إلى الأسفل  

      21 2 s s r    

  ) تشرح في نھایة الوحدة ( الصورة القیاسیة   علىكتب الاقتران ق في ھذا السؤال : ملاحظة 

الصورة القیاسیة للاقتران التربیعي                2; l s h s r    
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         24 [ 2 f 1 h 4 s2 s s i f    

      
2 f2

1 2 1 2 h2
1الإحداثي السیني لنقطة الرأس ، معادلة محور التماثل   s  

     3 4 2 1 1 i  ، الإحداثي الصادي لنقطة الرأس 3 1  نقطة الرأس 

  ٤  ٣  ٢  ١  ٠  ١-  ٢-  س

  ١٢  ٧  ٤  ٣  ٤  ٧  ١٢  )س(ھـ=ص

 

  نجد قیم ص 

   

   

   

        
         
        

12 4 8 16 4 i 12 4 4 4 2 i

7 4 6 9 3 i 7 4 2 6 1 i

4 4 4 4 2 i 4 4 0 0 0i

    

  نعین النقاط على المستوى الإحداثي ، ثم نصل 

  ٠ل المجاور ط منحن ، كما في الشكبینھا بخ

  

 یبین الشكل المجاور منحنى الاقتران التربیعي ق ،  )٧

ً على الرسم     ٠اكتب قاعدة الاقتران معتمدا

: الحل    2[ sf sh s r    

  لإیجاد قاعدة الاقتران ، نجد قیم أ ، ب ، جـ 

الاقتران یقطع محور الصادات في النقطة  
 

  
1000

0 [ 0 0   

ة محور التماثل معادل      f
2 000h2 f 1 s

h2
   

 4 1 طة رأس المنحنى نق          3 0004 [ f h 4 1 r   

) ٣(في معادلة ) ٢(،)١(وبتعویض المعادلتین      4 h 4 0 h2 h   

) ٢(وبتعویض قیمة أ في م   8 f      الاقتران         منھا قاعدة  2s8 s4 s r   
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إذا علمت أن منحنى الاقتران التربیعي ق یقطع محور السینات عندما  )٨  2 s 2 s    ،
ویمر بالنقطة  3 1  ٠، جد قاعدة الاقتران ق ، ثم ارسم منحناه مستخدما برنامج إكسل  

  : الحل 

قاعدة الاقتران             2[ sf sh s r  

منحنى الاقتران یقطع محور السینات في النقطتین              0 2 0 2    ًإذا ، :  

معادلة محور التماثل               f2 2
0 f 0 s2 h2

     

تصبح قاعدة الاقتران           2[ s h s r    وبتعویض النقطتین ،   0 2 3 1    

                    10003 [ h 3 1 r 3 1  

                 2 0000 [ h4 0 2 r 0 2   

بطریقة الحذف أو التعویض نجد أن )  ٢( ، )  ١( وبحل المعادلتین             4 f 1 h   

ً قاعدة الاقتران ھي            : إذا  24 s s r   

  

: قذف جسیم إلى أعلى وفق العلاقة   )٩  2 k 5 k80 k t  الارتفاع بالأمتار ،  : ، حیث ف
  ٠الزمن بالثواني ، جد أقصى ارتفاع یصل إلیھ الجسیم : ن 

 

  : الحل 

:  قاعدة العلاقة بالصورة العامة              20 [ 80 f 5 h k80 k 5 k t    

  ى ارتفاع یصل إلیھ الجسیم ھو الإحداثي الصادي لنقطة الرأس أقص

الإحداثي السیني لنقطة الرأس   
f80 80

e8 10 5 2 h2
  الزمن اللازم للوصول إلى أقصى ارتفاع  

: أقصى ارتفاع             320 640 320 8 t 8 80 64 5 8 t  ً٠مترا   
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  ٠یمكن ، وحاصل ضربھما أكبر ما  ٤٠جد العددین اللذین مجموعھما  )١٠

  : الحل 

  س ،،، حاصل الضرب  م  – ٤٠العدد الثاني  العدد الأول س : نفرض    

العدد الثاني         ×العدد الأول = حاصل ضرب العددین           s 40 s l  

                        20 [ 40 f 1 h s40 s s l     

معادلة محور التماثل                     
f40 40

20 s 20 s2 1 2 h2
   

بما أن معامل          20 s  یكون للاقتران قیمة عظمى عند ،20 s  العدد الأول  

ً العددان ھما             ٢٠،  ٢٠إذا

  

اتفقت شركة استیراد وتصدیر مع أحد المصانع على استیراد نوع من الماكنات ، بشرط   )١١
مرتبطاً مع الزمن اللازم ) مقدراً بآلاف الدنانیر ) ( ق ( یكون مقدار ما تربحھ الشركة أن 

ً بالأسابیع ) ( ن ( للاستیراد  حسب العلاقة ) مقدرا  2 k k4 k r  ما الزمن اللازم ،
 لتحصل الشركة على أكبر ربح ممكن ؟ 

  : الحل 

العلاقة            2 k k4 k r  ھي اقتران تربیعي تربط ما بین الربح والزمن ،  لذلك تحصل    
   ٠الشركة على أكبر ربح عندما یكون لھذا الاقتران قیمة عظمى 

بما أن معامل         20 k  تحصل الشركة على أكبر ربح عندما ، :  

             
f4 4

2 s 2 k2 1 2 h2
  أسبوع  

  

  ٠لمسألة الواردة في بدایة الدرس حل ا )١٢

م ، ینوي عمل حظیرة بھذا السیاج على شكل مستطیل ، ما أبعاد  ٢٠یملك أحمد سیاجاً طولھ 
  الحظیرة بحیث تكون مساحتھا أكبر ما یمكن ؟ 
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  : الحل 

    نفرض بعدي الحظیرة  س  ،، ص  

    ٢٠محیط الحظیرة   

                100010 w s 20 w2 s2   

 فرض مساحة الحظیرة م ن   2 000 w s l  

  ١( من معادلة  ( s 10 w  ٢( تعوض في معادلة  ( 

        2s10 s s l s 10 s l  اقتران تربیعي  

بما أن معامل  20 s  یكون للاقتران قیمة عظمى عند ،  
f10

5 s1 2 h2
   

ً البعد الأول    متر  ٥= ص   ٥ – ١٠= متر  ،، البعد الثاني ص  ٥= س : إذا

  

  للفائدة ) :  ١٢( مثال 

  الشكل المجاور ، یمثل نافذة مصممة على شكل 

  نصف دائرة تعلو مستطیل ، إذا علمت أن محیط 

  قدم ، اكتب مساحة الدائرة على صورة  ١٦النافذة 

   ٠اقتران تربیعي بدلالة س 

  : حل ال

1أبعاد المستطیل    س   ،  ص   ،،،، نصف قطر الدائرة    
s 2   

  

محیط المستطیل  w2 s  )محیط نصف الدائرة     )لماذا؟  ،،،    1 1 1
s s 22 2 2   

  محیط النافذة = محیط نصف الدائرة + محیط المستطیل 

                     1
100032 s 2 w4 32 s w4 s2 16 s w2 s2   

 

  : تذكر 

محیط الدائرة  2   

مساحة الدائرة  2  
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  مساحة المستطیلw s    مساحة نصف الدائرة ،،     
2

2 1 1 1
s s 2 216  

  مساحة نصف الدائرة + مساحة المستطیل ) = م ( مساحة النافذة 

                         2 1
2 0000 s ws l

16
    

)   ١( لكن من معادلة           1 1
s 8 w 32 s 2 w42 2   

  نجد مساحة النافذة بدلالة س ) :  ٢( وبالتعویض في معادلة     

  

 

 

 




   

   

  
  

2

2 2 2

2 2

2

1 1 1
s s 8 s l2 216

1 1 1
s s s s82 216

7 1
s s s8216

15
s s816

    

  :  )  ١(  سؤال

  متراً من السیاج ، ینوي    200یمتلك أبو فوزي

  )الشكل (عمل حظیرتین بھذا السیاج 

  . اكتب مساحة الحظیرتین كاقتران تربیعي بدلالة س ) ١ 
  جد أبعاد كل حظیرة لتكون مساحة كل منھما أكبر ما یمكن)  ٢ 

  

 ) :  ٢( سؤال 

تبیعھا ،حسب ) بالدینار ) (س ( مرتبطا مع سعر سلعة ) بالدینار) ( د ( لشركة تجاریة إذا كان الإیراد 
  :العلاقة التالیة
  س ١٥٠+  ٢س ١٢ -) = س ( د                

  دینار ٨دینار ،  ٦دینار ،  ٤: لسلعة إذا كان سعر ا الإیرادجد ) ١
  أكبر ما یمكن الإیرادجد سعر السلعة التي یكون عندھا ) ٢
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  أصفار الاقتران التربیعي                       ٢ – ٣
  س (یمثل الشكل المجاور منحنى الاقتران التربیعي ق ( 

  لاحظ أن منحنى الاقتران یقطع محور السینات عند 

 2 1s s s s وھذا یعني أن الإحداثي ،  

ً ، أي أن    : الصادي لكلا النقطتین یساوي صفرا

           2 10 s r 0 s r   

2یسمى العددان  1s s أصفار الاقتران التربیعي  

  
   ٩٣كتاب مدرسي ص)  ٧ – ٣( مثال ) :  ١٣( مثال 

تران ارسم منحنى الاق          22 s s s r  ٠، ثم اعتمد على الرسم في إیجاد أصفاره  

   

  : الحل 

  

  ) س ( من الشكل المجاور الذي یمثل منحنى الاقتران ق      

  یقطع محور السینات) س ( لاحظ أن منحى الاقتران ق      

في النقطتین         0 2 0 1    وبما أن أصفار ،  

  الاقتران ھي الإحداثي السیني لنقط تقاطع منحنى الاقتران    

إذاً صفري الاقتران ھما          2 s 1 s  
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  ) :  ١٤( مثال 

ارسم منحنى الاقتران          29 s6 s s r  ٠، ثم اعتمد على الرسم في إیجاد أصفاره   

  : الحل 

  ) س ( لذي یمثل منحنى الاقتران ق من الشكل المجاور ا   

  یقطع محور السینات) س ( لاحظ أن منحى الاقتران ق      

في النقطة       0 3  وبما أن أصفار الاقتران ھي ،  

  ھي الإحداثي السیني لنقط تقاطع منحنى الاقتران إذاً صفر   

الاقتران ھو        3 s   

  ) :  ١٤( مثال 

ارسم منحنى الاقتران           25 s4 s s r  ٠، ثم اعتمد على الرسم في إیجاد أصفاره   

  : الحل 

  لاحظ من الشكل المجاور الذي یمثل منحنى الاقتران      

  أن منحنى الاقتران لا یقطع محور السینات ) س ( ق      

   ٠لا یوجد أصفار للاقتران  نھائیاً ، لذلك فإنھ     

  ٩٤ص)  ٧ – ٣( حل تدریب 

ارسم منحنى الاقتران ق بیانیاً ، حیث   2s4 s s r  ثم اعتمد على الرسم في إیجاد أصفار ،
   ٠الاقتران   ق 

  : الحل 

  ) س ( من الشكل المجاور الذي یمثل منحنى الاقتران ق 

  یقطع محور السینات) س (  لاحظ أن منحى الاقتران ق     

في النقطتین         0 4 0 0    وبما أن أصفار ،  

  الاقتران ھي الإحداثي السیني لنقط تقاطع منحنى الاقتران    

إذاً صفري الاقتران ھما         4 s 0 s   
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لاحظ من خلال الأمثلة السابقة      

  
  ) :  ١٥( مثال 

أي من الأعداد       8 8 1 0 2     یعتبر صفراً للاقتران   28 s7 s s r  :  

  ، یعتبر صفراً للاقتران  ٠= نعوض كل عدد في قاعدة الاقتران ، والعدد الذي ناتج تعویضھ : الحل 

  العدد
الاقتران 

   28 s7 s s r  الحكم  

٢       18 8 14 4 2 r  لیس صفراً للاقتران  

٠       8 8 0 0 0 r  لیس صفراً للاقتران  

-١       0 8 7 1 1 r  صفراً للاقتران  

-٨       112 8 56 64 8 r  لیس صفراً للاقتران  

٨       0 8 56 64 8 r  صفراً للاقتران  

   ٩٤ص)  ٨ – ٣( دریب حل ت

: ھو صفراً للاقتران ق )  ٧( إذا علمت أن العدد    221 s4 sh s r  أوجد قیمة الثابت أ ؟ ،  

 صفراً للاقتران  ٧:  الحل  0 7 r  في قاعدة الاقتران ق  ٧،، نعوض  

         
            

     

20 21 28 h49 0 21 7 4 7 h 7 r

1 h 49 h49 0 49 h49
      

  

  منحنى

 الاقتران التربیعي

  لا یقطع محور السینات

 ً   نھائیا

  ت في یقطع محور السینا

 نقطة واحدة 

  في السیناتیقطع محور 

 نقطتین 

  یوجد صفرین

 للاقتران

  یوجد صفر واحد

 للاقتران

  لا یوجد أصفار

 للاقتران

٣٨ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



   ٩٥ص)  ٩ – ٣ (حل تدریب 

: بیضة یومیاً ، إذا كان الربح الذي سیحصل علیھ عند بیعھا ممثلاً في العلاقة ) س ( یبیع مربي دواجن 
 2 s s400 w  ) ًلیكون الربح  اللازم بیعھ م برنامج إكسل لمعرفة عدد البیض ، استخد) قرشا

ً ، وما عدد البیض اللازم بیعھ   ربح ممكن ؟ وما مقدار الربح آنذاك ؟  لتحقیق أكبر صفرا

  باستخدام برنامج دیسموس :     الحل 

   بما أن عدد البیض لا یمكن أن یكون سالباً ، فإن مجال  

0العلاقة ھو           s  

  من خلال الرسم تلاحظ أن الربح یساوي صفراً عندما 

20 s ند ،،  ع0 s  لم یبع أي بیضة  

  بیضات ، ویكون  ١٠لتحقیق أكبر ربح یجب علیھ بیع 

   ٠قرشاً  ١٠٠مقدار الربح 

  

  ) :   ١٦( مثال 

eبسرعة ابتدائیة مقدارھا  من سطح الأرض قذفت كرة إلى الأعلى     l ، فإذا كان ارتفاع الكرة  20
ثانیة معطى وفقاً للقاعدة  ) ن ( الأمتار بعد ب) ف (   2 k5 k20 k t t    

  متى تعود الكرة إلى سطح الأرض ؟ 

   ما أقصى ارتفاع ممكن أن تصلھ الكرة ؟ 

  : الحل 

  الشكل المجاور یمثل منحنى العلاقة بین الزمن ومسار 

   ٠الكرة 

 ثوان ٤عد مرور لاحظ أن الكرة تعود إلى سطح الأرض ب 

  أقصى ارتفاع تصل إلیھ الكرة ھو بعد مرور ثانیتین 

  ٠متراً  ٢٠ویساوي 
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  ٦٩حل تمارین ومسائل ص

 الشكل یبین منحنیات ثلاثة اقترانات تربیعیة ، ما أصفار كل منھا ؟   )١

  

  

  

  

  

  

  

  

:  الحل      2 s 0 s         1 s                                 لا یوجد  

  

صفر للاقتران )  ١( ھل العدد  )٢   26 s s5 s r r  ؟ برر إجابتك ؟ 

  : الحل 

نجد               20 6 1 5 6 1 1 5 1 r 1 r   

وبما أن    0 1 r  العدد ً    ٠صفر للاقتران )  ١( ، إذا

  

 : ثم جد أصفار كل منھا ارسم منحنى الاقترانات التالیة ،  )٣

             2 2 21
s4 s 4 s r [ s s s i f s s r h2  

  : الحل 

      20 [ 0 f 1 h s s r h    

            2 f0
0 0 0 0 0 r 0 2 h2
   نقطة الرأس للمنحنى 
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  ٣  ٢  ١  ٠  ١-  ٢-  ٣-  س

  ٩  ٤  ١  ٠  ١  ٤  ٩  )س (ق = ص 

  

صفر الاقتران    0 s  

  

  

        21 1
0 [ 1 f h s s s i f2 2    

              
2 f1 1

0,5 1 0,5 1 1 1 r 12 1 h222

   نقطة الرأس للمنحنى 
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w s s s w s2
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1
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1
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1
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1
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   صفري الاقتران    2 s 0 s   

صفراً للاقتران  ٢إذا كان العدد  )٤   26 s f sh s r  وكان ، 2 1 r  فجد قیمة ،
fن  كل من العددین الحقیقی h  

   : الحل 

   لاحظ أنھ یوجد مجھولان ھماf h  ٠لذلك یجب أن یكون لدینا معادلتان لإیجاد قیمة كل منھما  

  في السؤال یوجد لدینا معلومتان نستطیع من خلالھما تكوین المعادلتین : 

تران صفراً للاق ٢العدد : المعلومة الأولى  0 2 r   في قاعدة  ٢، ومن خلال تعویض العدد
: الاقتران    



            
2

10003 f h2 6 f2 h4 0 6 f2 h4 0 2 r    
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: المعلومة الثانیة  2 1 r  في قاعدة الاقتران ق  ١نعوض العدد  

               2 00004 f h 2 6 f h 2 1 r     

  ) نستخدم الحذف ( باستخدام طریقة الحذف أو التعویض   ،)  ٢( ، )  ١( وبحل المعادلتین 

                 
2 1l l 3 f h23 f h2

1 h
4 f h 4 f h 1

   

)  ٢( في معادلة  hوبتعویض قیمة       5 f 4 f 1   

ً قیمة كل من العددین الحقیقین       fإذا h   ھما :     5 f 1 h    

  

  ٠ ٢سم ٢٠سم ، جد طولھ عندما تصبح مساحتھ  ٢٤یتغیر بعدا مستطیل ، بحیث یبقى محیطھ  )٥

  : الحل 

  ص  =  س  ،، العرض = الطول : نفرض بعدي المستطیل 

  ٢٤= محیط المستطیل  


        
2

1000s 12 w 12 w s 24 w2 s2  

  ٢٠) = م ( المساحة         2 00020 ws l ws l 

 وكتابة الاقتران بدلالة س  ٢في معادلة  ١معادلة  وبتعویض 

            220 s12 s s l 20 s 12 s s l  

  ًنمثل الاقتران بیانیا 

  

  لاحظ أن منحنى الاقتران یقطع محور السینات عند 

   ٢= ،، س   ١٠= س  

  ١٠= عند س   ٢= ص  

  ٢= عند س    ١٠= ص  

 ً    ٠سم  ١٠= الطول  س : وبما أن الطول أكبر من العرض إذا
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أمثال س ، وكان ناتج الطرح  ١٠وطرح من الناتج  ٢٥أضیف مربع العدد الموجب س إلى العدد  )٦
ً ، كیف یمكنك معرفة قیمة  س ؟   صفرا

  : الحل 

2= مربع العدد س العدد س     s   ،،س  ١٠= أمثال س  ١٠  

  : نكتب المعادلة لفظاً  

 ٠= س  ١٠ – ٢٥+ مربع العدد س          20 25 s10 s   

نفرض أن         225 s10 s s r  ونمثل الاقتران بیانیاً ، نقطة تقاطع منحناه مع  محور
   ٠السینات ھي قیمة س المطلوبة 

  

  لاحظ أن منحنى الاقتران یقطع  

   ٥= محور السینات عند س 

  ٥إذاً قیمة س ھي 
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ً التربیعی حل المعادلة                      ٣ – ٣    ة بیانیا

  :المعادلة الخطیة بمتغیر واحد ::: 

 : الصورة العامة       0 h 0 f s h  

  حل ھذه المعادلة جبریاً على المعادلة الخطیة بمتغیر واحد وطریقة إیجاد  تعلمت في الصفوف السابقة   

المتغیر الذي یجعل المعادلة صائبة باستخدام ) قیم ( ھو إیجاد قیمة : عادلة والمقصود بحل الم     
  الطرق الجبریة أو التمثیل البیاني  

  ) :  ١٧( مثال 

حل المعادلة           7 3 s   : بیانیا جبریاً ثم مثل الحل  2

  : الحل 

  عداد في الجھة الثانیة باستخدام خصائص المساواةنجعل المتغیرات في جھة والأ: الطریقة الجبریة     

       
 

         
3 3

1 1
2 s 4 s2 4 s2 7 3 s 22 2  

  لاحظ أن التمثیل البیاني  لحل المعادلة ھو عبارة عن خط مستقیم 

   ٢= مواز لمحور الصادات ، ویقطع محور السینات عند س 

  

  

  ثانیة في ھذا الدرس سوف نتعرف على معادلة بمتغیر واحد من الدرجة ال

لاحظ المعادلة     20 25 s10 s  ٢وأعلى أس فیھا ) س ( تتكون من متغیر واحد   

   معادلة تربیعیة تسمى مثل ھذه المعادلة    
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  الصورة العامة للاقتران التربیعي :    2[ sf sh s r  

تسمى المعادلة    20 [ sf sh       عادلة المرافقة للاقتران ق الم  

  من طرق حل المعادلة التربیعیة الحل البیاني كما یلي : 

  ٠كتابة قاعدة الاقتران التربیعي بالصورة العامة الذي تكون ھذه المعادلة مرافقة لھ  )١

  ٠رسم منحنى الاقتران التربیعي على المستوى الإحداثي  )٢

)       حلاً ( لأصفار جذورا فتكون ھذه ا ،) إن وجدت ( تحدید أصفار الاقتران التربیعي  )٣
  ٠للمعادلة التربیعیة 

  كتاب مدرسي )  ١٠ ٣) : (  ١٨( مثال 

حل المعادلة التربیعیة         20 3 s2 s  بالرسم  

  :  الحل 

لیكن     23 s2 s s r ًنمثل الاقتران بیانیا ،  

  أن منحنى الاقتران ق یقطع لاحظ من الشكل المجاور     

  ، وبناءً على ذلك  ٣= ، س  ١-= محور السینات عند س 

   ٣= ، س  ١-= فإن للاقتران صفرین ھما س 

  للمعادلة ) جذران ( ھما حلان  ٣= ، س  ١-= فیكون س 

إذاً مجموعة حل المعادلة     3 1   

  ٩٩ص)  ١٠ – ٣( حل تدریب 

ادلة التربیعیة حل المع    20 1 s s2  بالرسم  

نكتب المعادلة بالصورة العامة : الحل    20 1 s2 s  

 نفرض    21 s2 s s i  

  ، ھي صفر الاقتران ھـ  ١= لاحظ من الرسم أن س 

  للمعادلة ) جذر ( ھو حل  ١= یكون  س 

إذاً مجموعة حل المعادلة     1    
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  ) :  ١٩( مثال 

حل المعادلة التربیعیة              20 1 s   بالرسم  

  : الحل 

لیكن    21 s s g  

  لاحظ أن منحنى الاقتران لا یقطع محور السینات  

  یوجد لذلك فإنھ لا یوجد أصفار للاقتران ، فیكون لا 

  ل للمعادلة المرافقة للاقتران ح

إذاً مجموعة حل المعادلة         أو   

  

  كتاب مدرسي )  ١١ – ٣) : (  ٢٠( مثال 

  منحنى الاقتران التربیعي ق یبین الشكل المجاور   

  ، معتمداً على الشكل   ٠) = س ( جد حل المعادلة ق 

  : لحل ا

   ٣= ، س  ٠= أصفار الاقتران  س

  جذرا المعادلة المرافقة  ٣= ، س  ٠= فیكون  س

إذاً مجموعة حل المعادلة     3 0   

  ٩٩ص)  ١١ – ٣( حل تدریب 

  یبین الشكل المجاور منحنى الاقتران التربیعي ل 

   جد جذري المعادلة التربیعیة المرافقة للاقتران ل  

  : الحل 

   ٣= ، س  ١= من الرسم أصفار الاقتران س 

   ٣= ، س  ١= یكون جذرا المعادلة المرافقة س 

إذاً مجموعة حل المعادلة     3 1    
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  إیجاد نقط التقاطع بین منحنیین
  ) س ( ل ) = س ( یتقاطع منحنى الاقتران ق مع منحنى الاقتران ل إذا كان  ق        

  :وبشكل عام 

الاقترانین ق ، ل عند النقطة  منحنیین یتقاطع       f h  إذا كان ،     f h g h r  

   :  كیف نجد نقطة التقاطع بین منحنى اقترانین  مثل ق ، ل  ::: 

 ) س ( ل ) = س ( نضع ق  )١

صبح على الصورة نصفر المعادلة الناتجة من الخطوة السابقة لت )٢   20 [ sf sh  

نفرض   )٣   2[ sf sh s  ثم نمثلھ بیانیاً على المستوى الإحداثي  ;

 ، التي ھي نفسھا جذور المعادلة المرافقة ) إن وجدت ( ك  نحدد أصفار الاقتران  )٤

 الإحداثي السني لنقط التقاطع = جذور المعادلة المرافقة  )٥

  ، نعوض قیمة س في أي اقتران لإیجاد قیمة ص ) س ، ص ( التقاطع  لإیجاد نقط )٦

  ) :  ٢١( مثال 

تقاطع منحنى الاقتران ) نقاط ( جد نقطة     21 s s g مع منحنى الاقتران  3 s s i 

  : الحل 

        23 s 1 s s i s g      20 2 s s       نصفر المعادلة 

  لیكن   22 s s s ; 

  لاحظ من الشكل المجاور الذي یمثل منحنى الاقتران ك 

  أن جذور المعادلة المرافقة للاقتران ق ھي عند 

    ٢= ، س  ١-= س 

  نقط تقاطع المنحنیین ھي ً  : إذا

 
   

  
 

   
  

    

  

   



2

2

2 1 1 1 r

5 1 2 2 r

2 1 1 r 1

5 2 2 r 2
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  ) :  ٢٢( مثال 

تقاطع منحنى الاقتران ) نقاط ( جد نقطة                 25 s5 s2 s g مع منحنى الاقتران  

                29 s s s r   

  : الحل 

          2 29 s s 5 s5 s2 s r s g      20 4 s4 s       

  لیكن   22 s s s ; 

  الذي یمثل منحنى الاقتران ك لاحظ من الشكل المجاور 

  أن جذور المعادلة المرافقة للاقتران ق ھي عند 

    ٢- = س  

  نقط تقاطع المنحنیین ھي ً  : إذا

 
     

  
      

   
    

25 2 5 2 2 2 g

7 5 10 8
7 2 2 g 2     

  

  ١٠٠ص)  ١٢ – ٣( حل تدریب 

تقاطع منحنى الاقتران ) نقاط ( جد نقطة   2 s s r  مع منحنى الاقتران    2s s8 s g          

  : الحل 

       2 2s s8 s s g s r   


     
2 2

2

0 s4 s 0 s8 s2       

  لیكن  2s4 s s u 

  لاحظ من الشكل المجاور الذي یمثل منحنى الاقتران ك 

  ٤= ، س  ٠ =عادلة المرافقة للاقتران ع  سأن جذور الم

  نقط ً  : تقاطع المنحنیین ھي إذا

   
   

  
 

   
  

 

 





2

2

0 0 0 r

16 4 4 r

0 0 0 r 0

16 4 4 r 4
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  ١٠١حل تمارین ومسائل ص

یبین الشكل رسم منحنى الاقترانات التربیعیة ق ، ھـ ـ ل على الترتیب ، جد جذور المعادلة  )١
  ٠المرافقة لكل منھما 

  

  

  

  

  

  

  

  

  لا یوجد                    ٢= ، س  ٢-= س                     ١-= س :        الحل 

، فما جذور  ٥= ، س  ١-= إذا قطع منحنى الاقتران التربیعي ق محور السینات عندما س  )٢
 المعادلة التربیعیة المرافقة للاقتران ق ؟ 

  : الحل 

   أصفار الاقتران ق ، ھي نفسھا جذور المعادلة التربیعیة المرافقة للاقتران ق  ٥= ، س  ١-= س 

 : ستخدماً برنامج إكسل حل المعادلات الآتیة م )٣

 
  

     
    

2 2

22

0 s s2 2 f 0 4 s3 s2 h

0 2 s ] 0 0,25 s s [
   

       : الحل    20 4 s3 s2 h   

لیكن    24 s3 s2 s r  

  لاحظ في الشكل المجاور أن منحنى الاقتران لا یقطع 

  محور السینات  

إذاً مجموعة حل المعادلة         أو   
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  20 s s2 2 f   

نعید كتابة المعادلة على الصورة        20 2 s2 s    

لیكن     22 s 2 s s l  

  لاحظ من الشكل المجاور أن منحنى الاقتران م یقطع محور 

عندما ) تقریبا ( السینات   02,7 s 0,7 s   

إذاً مجموعة حل المعادلة   0,7 2,7     

  

   20 0,25 s s   ) یمكن تبسیط المعادلة والتخلص من الفاصلة العشریة (          ]

  

لیكن    20,25 s s s u  

  لاحظ من الشكل المجاور أن منحنى الاقتران م یقطع محور  

عندما ) ریبا تق( السینات  01,9 s 0,1 s   

إذاً مجموعة حل المعادلة   0,1 1,9      

  

   20 2 s   نكتب المعادلة على الصورة العامة    [

        2 20 4 s4 s 0 2 s    

لیكن    24 s4 s s ;  

  یمثل منحنى الاقتران ك أنھ  لاحظ من الشكل المجاور الذي

2یقطع محور السینات عند  s   

إذاً مجموعة حل المعادلة   2 s      

  

  في نھایة الوحدة إن شاء الله نتعلم طرق أخرى للرسم من خلال الصورة القیاسیة : ملاحظة 
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، جد  ٢سم ٦٠، إذا علمت أن مساحة المستطیل سم  ٧یزید طول مستطیل عن عرضھ بمقدار  )٤
  ٠كلاً من طولھ وعرضھ 

  : الحل 

  المستطیل س  طولنفرض  أنظر الشكل ) :  ٧ -س ( العرض 

  عرضال  ×  الطول) = م ( مساحة المستطیل   

                 60 7 s s 7 s s l   

  نكتب المعادلة في الخطوة السابقة على الصورة العامة 

     
  

2

2

60 s7 s 60 7 s s

0 60 s7 s
    

  لیكن   260 s7 s s r  

                  ١٢لاحظ من الشكل المجاور أن منحنى الاقتران ق 

یقطع محور السینات عندما   12 s 5 s   

إذاً مجموعة حل المعادلة   12 5      

 ع أطوال إذاً لكن بما أننا نتعامل م : 

 5 s   مرفوضة  

12 s  سم ھي طول المستطیل  

  سم ٥=  ٧ – ١٢=  ٧ –س = منھا العرض 

  

م ، یزید طول أحد ضلعي القائمة  ١٣حدیقة على شكل مثلث قائم الزاویة ، طول ضلعھا الأكبر  )٥
  ٠د طول ضلعي القائمة م ، ج ٧على طول الضلع الآخر بمقدار 

  :        الحل 

  نفرض طول أحد ضلعي القائمة  س  ٧+ طول الضلع الآخر  س    

  نستخدم مبرھنة فیثاغورس 

  

 

 

٥١ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



 
   



        
      

2 2 22 2

2 2

2

169 49 s14 s s 13 7 s s

0 60 s7 s 0 120 s14 s2   

  لیكن   260 s7 s s r   

                  ١٢لاحظ من الشكل المجاور أن منحنى الاقتران ق 

السینات عندما یقطع محور   5 s 12 s   

إذاً مجموعة حل المعادلة   5 12      

  ًلكن بما أننا نتعامل مع أطوال إذا : 

 12 s   مرفوضة  

5 s    م  طول ضلع القائمة الأولى  

  م  ١٢=  ٧+  ٥=  ٧+س = نیة منھا  طول ضلع القائمة الثا

  

 المسألة الواردة في بدایة الدرس   )٦

سم ، بإطار عرضھ متساو على  ٤سم وعرضھا  ٦براد إحاطة صورة مستطیلة الشكل طولھا  
الأطراف جمیعھا ، إذا كانت مساحة الإطار مع الصورة تساوي مثلي مساحة الصورة ، فجد 

   ٠عرض الإطار 

  :الحل 

    س نفرض عرض الإطار  س  ٢+  ٦= طول الصورة والإطار  

                                        س   ٢+  ٤= عرض الصورة والإطار  

  مثلي مساحة الصورة = مساحة الإطار والصورة 

    



       
      

2

2 2

4

48 s4 s20 24 4 6 2 s2 6 s2 4

0 6 s5 s 0 24 s20 s4  

لیكن    26 s5 s s r   
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 لاحظ من الشكل المجاور أن منحنى الاقتران  ق  

یقطع محور السینات عندما   1 s 6 s   

  إذاً مجموعة حل المعادلة  1 6      

  ًلكن بما أننا نتعامل مع أطوال إذا : 

 6 s   مرفوضة  

1 s    سم  عرض الإطار  

  

         

 : منحنى كل من الاقترانین جد نقطة تقاطع   )٧

     29 s6 s g s s r    

  : الحل 

           2 20 9 s6 s 9 s6 s s g s r 

  لیكن   29 s6 s s r  

   

  لاحظ من الشكل المجاور الذي یمثل منحنى الاقتران ك أنھ 

2یقطع محور السینات عند  s   

لة إذاً مجموعة حل المعاد  2 s      

  أي أن المنحنیین یتقاطعان عند النقطة 

 
   

  
 


29 3 3 r

9 3 3 r 3   

  

  

  

  

 

 

٥٣ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



  ة بالتحلیل إلى العواملالتربیعی حل المعادلة               ٤ – ٣
  مراجعة في تحلیل العبارة التربیعیة

: الصورة العامة للعبارة التربیعیة        20 h [ sf sh    

  : تحلیل العبارة التربیعیة   

    إذا كانت على الصورة  2[ sf sh    

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

1 h   

  جـ موجبة ، ب موجبة أو سالبة 

 ) س    )  (س    ( نفتح قوسین  -

 الإشارة بعد س حسب إشارة ب  -

ما ھما العددان اللذان حاصل  -
ضربھما جـ ومجموعھما ب ونضعھما 

  د الإشارة بع

  جـ سالبة ، ب موجبة أو سالبة 

  ) س    )  (س    ( نفتح قوسین  -

في القوس الأول بعد س نضع  -
إشارة ب ، وفي القوس الثاني 

  إشارة مخالفة 

ما ھما العددان اللذان حاصل  -
ضربھما جـ والفرق بینھما ب ، 
ونضع العدد الأكبر في القوس 

  الأول 

  

 

  

  

1 h   

  إن أمكن  أو  ١= نجعل  أ  

  نضرب  كامل العبارة في أ ونكتبھا على
 الصورة 

  2 2[h s hf s h   ثم نكتبھا  

     2
[h sh f sh    ثم نحللھا كما في

  القسم الأیمن ،

  في النھایة نقسم القوسین على  أ 

) :   ١( مثال    23 s7 s2    

          226 s2 7 s2 3 s7 s2 2  

      


     


2

3 s 2 1 s2 6 s2 1 s2    

    3 s 1 s2   

) :  ٢( مثال   24 s11 s3   

  الحل بخطوات سریعة 

           2
1 s3 12 s3 12 s3 11 s3

    1 s3 4 s 

٥٤ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



٢ 

  =جـ 

أي على الصورة  2sf sh  

  إخراج س عامل مشترك

  ٠= ب 

]2أي على الصورة  sh  

، ب مختلفي  تحلیل فرق بین مربعین بشرط أ
  الإشارة

  

  

  

  

  

  : كیف نحل المعادلة التربیعیة 
  نكتب المعادلة على الصورة العامة                            

                                   20 [ sf sh  

  

  

  

  ٠خطیتین نحلل الطرف الأیمن إلى عواملھ الأولیة بكتابتھ على شكل حاصل ضرب عبارتین  

  ٠استخدم الخاصیة الصفریة  

  ٠حل المعادلتین الخطیتین التي حصلت علیھما في الخطوة السابقة  

  یجوز ضرب المعادلة بعدد حقیقي لا یساوي الصفر ، وكذلك القسمة   )   ١:  ملاحظة

  ادلة بالإضافة إلى بالنسبة للحالة الثالثة ، نستخدم الطریقة التالیة في إیجاد حل المع)   ٢              

  طریقة فرق بین مربعین في التحلیل                    

إذا كان                    2; s   فإن  0 ; s;      

ومجموعة الحل              ; ;    

  

  إذا كانf h  عدد ین حقیقیین وكان 0 f h  

0فإن إما  h   أو0 f  ًأو  كلیھما یساوي صفرا 

 الخاصیة الصفریة 

   20 [ sf sh    20 sf sh   20 [ s h
  

٣ ١ 

٥٥ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



  ) :  ٢٣( مثال 

  : لتربیعیة الآتیة حل كل من المعالات ا       

  

  

  

  

  

       
    

     
     
    

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

6 s5 s 3 0 1 s s2 2 0 14 s9 s 1

s8 s4 6 0 s2 s 5 0 s9 s 4

24 s2 s2 9 s8 s 33 8 s6 s 9 7

0 9 s 12 10 s11 s6 11 s4 1 s4 10

0 9 s 15 0 1 s3 14 25 s4 13

   

  : الحل 

   20 14 s9 s   نحلل الطرف الأیمن     1

              20 7 s 2 s 0 14 s9 s    

إما          2 s 0 2 s      أو   7 s 0 7 s   

مجموعة الحل            7 2   

   20 1 s s2 2   

              20 1 s 1 s2 0 1 s s2   

إما            1
s 0 1 s22    

أو              1 s 0 1 s   

مجموعة الحل           1
1 2   

  26 s5 s   لعامة نكتب المعادلة بالصورة ا 3

             20 1 s 6 s 0 6 s5 s  

إما                6 s 0 6 s      أو   1 s 0 1 s   

مجموعة الحل                6 1  

  

  طریقة التحلیل : تذكر 

    20 1 s s2 2   

      2
0 2 s2 s2  

  


  


2

0 2 s2 1 s2   

    0 1 s 1 s2 

٥٦ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



  20 s9 s   نحلل الطرف الأیمن بإخراج س عامل مشترك       4

          20 9 s s 0 s9 s   

إما                0 s 0 s      أو   9 s 0 9 s   

مجموعة الحل                0 9  

  

  20 s2 s   نحلل الطرف الأیمن بإخراج س عامل مشترك        5

                  20 2 s s 0 s2 s   

إما                0 s 0 s      أو   2 s 0 2 s   

مجموعة الحل                0 2  

  

 2s8 s4   ) لا یجوز قسمة المعادلة على س :  تحذیر( نكتب المعادلة بالصورة القیاسیة      6

      


    
2 2

4

0 s2 s 0 s8 s4    ٤نقسم المعادلة على   

                    20 2 s s 0 s2 s   

إما                0 s 0 s      أو   2 s 0 2 s   

مجموعة الحل                0 2  

  

 2s6 s 9   نكتب المعادلة بالصورة القیاسیة   ثم نحلل          7

              20 3 s 3 s 0 9 s6 s    

إما               3 s 0 3 s      أو   3 s 0 3 s   

مجموعة الحل                3         

  

٥٧ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



 2s8 s 33   نكتب المعادلة بالصورة القیاسیة    8

              20 11 s 3 s 0 33 s8 s   

إما          3 s 0 3 s      أو    11 s 0 11 s   

مجموعة الحل         3 11  

  224 s2 s2   للتسھیل في الحل  ٢قسمھا على نكتب المعادلة بالصورة القیاسیة ثم ن   9

      


          
2 2

2

0 3 s 4 s 0 12 s s 0 24 s2 s2     

إما           4 s 0 4 s      أو   3 s 0 3 s   

مجموعة الحل         3 4   

  2s4 1 s4   نكتب المعادلة بالصورة القیاسیة    10

  ) لا تسھل الحل  ٤لاحظ القسمة على (         

                20 1 s2 1 s2 0 1 s4 s4    

             1
s 0 1 s22  

مجموعة الحل            1
2   

  

  210 s11 s6   نكتب المعادلة بالصورة القیاسیة     11

                220 60 s6 11 s6 0 10 s11 s6  

            
  

      


2 3 6

0 2 s3 5 s 2 0 4 s 6 15 s6    

إما           5
s 0 5 s22      أو    2

s 0 2 s33   

مجموعة الحل           5 2
2 3    

  : تعلم 

       h 0 0 h 

   20 1 s4 s4   

      20 4 s4 4 s4   

   
  

   


2 2 4

0 2 s4 2 s4   

      0 1 s 2 1 s2 

٥٨ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



  20 9 s   نحلل فرق بین مربعین   12

              20 3 s 3 s 0 9 s   

إما            3 s 0 3 s      أو   3 s 0 3 s   

مجموعة الحل          3 3    

للطرفین  ٩نضیف : حل ثاني      2 29 s 0 9 s  الجذر التربیعي للطرفین  

             23 s 9 s       مجموعة الحل  3 3     

 225 s4 13     

       


     
2 2

4

5 25
s s 25 s42 4

S   :: مجموعة الحل  5
2      

  نترك للطالب الحل باستخدام طریقة فرق بین مربعین في التحلیل          

  

  20 1 s3 14                                                      20 1 s3        فرق بین مربعین  

       


   
2 2

3

1 s3 0 1 s3                                      0 1 s 1 s3 3            

              21 11s s s333 
إما               1

s 0 1 s3
3


  

مجموعة الحل          1

3 
أو                             1

s 0 1 s3
3


  

  20 9 s 15   

   لاحظ أن الطرف الأیمن في المعادلة التربیعیة عبارة عن مجموع مربعین ، لا تحلل لذلك فإن  

مجموعة الحل                  أو    

  للطرفین  ٩-نضیف  29 s   ) عدد سالب = لا یوجد عدد حقیقي مربعھ ) مستحیل 

مجموعة الحل         أو     

  ٥٩ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



  درسي كتاب م)  ١٤ – ٣) : (  ٢٤( مثال 

، ویزید طولھا  ٢م ٣٢إذا علمت أن غرفة الاجتماعات بمدرسة سلمى مستطیلة الشكل مساحتھا      
   ٠م ، جد أبعاد الغرفة  ٤عن عرضھا بمقدار 

   ٢م ٦٤،،،، مساحة الغرفة   ٤+ الطول س  نفرض عرض الغرفة  س        : الحل 

  الطول  ×العرض = مساحة الغرفة        

              264 s4 s 4 s s 64   

                  20 8 s 4 s 0 32 s4 s   

إما               8 s 0 8 s      أو   4 s 0 4 s    

  م  ٨= الطول  م  ٤= الأبعاد لا یمكن أن تكون سالبة إذاً العرض وبما أن       

  ١٠٣ص)  ١٣ – ٣( حل تدریب 

  : دلتین التربیعیتین الآتیتین حل المعا    

       2 24 s8 s3 f 0 10 s7 s h   

  :             الحل 

   20 10 s7 s h    

                        20 2 s 5 s 0 10 s7 s   

إما                    5 s 0 5 s      أو   2 s 0 2 s    

موعة الحل مج                5 2    

     2 20 4 s8 s3 4 s8 s3 f   

                20 2 s 2 s3 0 4 s8 s3   

إما          2
s 0 2 s33      أو   2 s 0 2 s   

مجموعة الحل          2
23      

  ٦٠ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



  ١٠٤ص)  ١٤ – ٣( حل تدریب 

بطاقة مثلثة الشكل ، إذا علمت أن طول قاعدتھا یساوي مثلي ارتفاعھا ، وكانت مساحتھا               
   ٠، جد ارتفاعھا  ٢سم ٦٤

  : الحل  

   ٢سم ٦٤س  ،،، مساحة البطاقة  ٢قاعدة البطاقة  نفرض أن ارتفاع البطاقة  س      

1) = مثلث ( مساحة البطاقة   
  الارتفاع   ×طول القاعدة   2

            2 1
64 s s s2 642   

                 20 8 s 8 s 0 64 s  

إما              8 s 0 8 s      أو    8 s 0 8 s     

  سم   ٨= وبما أن الأبعاد لا یمكن أن تكون سالبة إذاً الارتفاع       

  ١٠٤ص)  ١٥ – ٣( یب حل تدر

  المسألة الواردة في بدایة الدرس 

سم ، أرادت استخدامھ لإحاطة بطاقتین مربعتین مختلفتین ، إذا  ٧٢لدى نول شریطاً لاصقاً ملوناً طولھ 
    ٠، ساعد نوال في تحدید نقطة قص الشریط  ٢سم ١٦٤كان مجموع مساحتي البطاقتین 

  :  الحل 

  ىالأول ةعلمربللبطاقة االشریط الأول : 

2= المساحة ( س     ٤= المحیط   الطول س  نفرض     s   (  

  الشریط الثاني للبطاقة المربعة الثانیة: 

  ) حول البطاقة الأولى ( محیط الشریط  -طول الشریط  ) = حول البطاقة ( محیط الشریط 

  س   ٤ – ٧٢= ل                                  

= طول ضلع الشریط البطاقة الثانیة   s4 72
s 18 4    المساحة  2 s 18   

   ١٦٤= مساحة البطاقة الثانیة + مساحة البطاقة الأولى 

٦١ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



 

  


       
      

     


2 2 22

2 2

2

164 s s36 324 s 164 s 18 s

0 80 s18 s 0 160 s36 s2

10 s 8 s 0 10 s 8 s

   

  سم  ٣٢=  ٨ × ٤الأولى طولھا :  تقص نوال الشریط إلى قطعتین 

  سم  ٤٠=  ١٠ × ٤الثانیة طولھا                                        

  

  ١٠٥حل تمارین ومسائل ص   

جذراً للمعادلة )  ١( إذا كان العدد        )١   20 [ s4 s   جد قیمة جـ ، ثم جد الجذر الآخر ،
 إن وجد 

  : الحل 

ً ناتج تعویضھ في ١بما أن العدد       ً للمعادلة إذا   ) صائبة (  ٠= المعادلة یبقیھا  جذرا

        


          2

1 s

3 [ 0 [ 4 1 0 [ 14 1    

المعادلة تصبح          20 1 s 3 s 0 3 s4 s   

إما    3 s 0 3 s      أو   1 s 0 1 s           ٣الجذر الآخر   

  

 : عوامل حل كلاً من المعادلات التربیعیة الآتیة بالتحلیل إلى ال  )٢

          2 26 1 s s [ 0 s7 s f 0 20 s s h    

  : الحل 

   20 20 s s h   

                   20 4 s 5 s 0 20 s s    

إما             5 s 0 5 s      أو   4 s 0 4 s   

مجموعة الحل           4 5     

  
٦٢ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



  20 s7 s f    

                20 7 s s 0 s7 s    

إما             0 s 0 s      أو   7 s 0 7 s    

مجموعة الحل             0 7        

   6 1 s s [    

                     20 3 s 2 s 0 6 s s 6 1 s s   

إما              2 s 0 2 s      أو   3 s 0 3 s  

مجموعة الحل                    3 2       

إذا كان    )٣    5 s 7 s  ھما العاملین الأولیین الناتجین من تحلیل المعادلة التربیعیة
 ن ق ، فأكتب قاعدة الاقتران المرافقة للاقترا

  : الحل 

     
   

 
      

  

2

2

0 35 s2 s 0 5 s 7 s

35 s2 s s r
        

ینوي ولید رسم صورة جداریھ مربعة الشكل على سور المدرسة ، جد طول ضلعھا إذا علمت   )٤
  ٠)  ٥( أن ناتج طرح محیطھا من مساحتھا یساوي 

  : الحل 

   الصورة س نفرض طول ضلع   2  س  ،،، مساحتھا ٤محیطھا s  

  ٥= محیط الصورة  –مساحة الصورة  

     2 20 5 s4 s 5 s4 s   

         20 5 s 1 s 0 5 s4 s   

إما              1 s 0 1 s      أو   5 s 0 5 s   

   ٥= رة وبما أن الأبعاد لا یمكن أن تكون سالبة إذاً طول ضلع الصو  

  
٦٣ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



  ٠، جد أبعاد المبنى  ٢م ٢١م ، یحیط بمبنى مستطیل الشكل مساحتھ  ٢٠سیاج معدني طولھ  )٥

  : الحل 

  نفرض أن بعدي المبنى  س ، ص 

  م   ٢٠= طول السیاج ٢٠= ص ٢+ س ٢   ١(  ٠٠٠٠س  – ١٠= ص  ( 

  ٢١= مساحة المبنى   ٢(  ٠٠٠٠٠٠  ٢١= ص  ×س  ( 

  ینتج  ٢ في معادلة ١بتعویض معادلة   21 s 10 s نكتب المعادلة بالصورة العامة 

          2 20 21 s10 s 21 s s10 21 s 10 s  

                 20 3 s 7 s 0 21 s10 s            

إما           7 s 0 7 s      أو   3 s 0 3 s    

  م  ٧= ص  م  ٣= م  ،،، عند س  ٣= ص  م  ٧= عند س         

ً أبعاد المبنى                 م  ٧م ،  ٣إذا

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  
٦٤ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



  ة بإكمال المربعالتربیعی حل المعادلة            ٥ – ٣

 : تذكر

 تسمى مربعات كاملة ٠٠٠٠،  ١٢١،  ١٠٠،  ٠٠٠،  ٩،  ٤،  ١أن الأعداد   )١

المقادیر الجبریة   )٢          2 22 25 s h s 3 s2 1 s   تسمى مربعات
 لة كام

إذا كان   )٣ 2; s   فإن  0 ; s;    

٤(     2s s     

إذا كان   )٥    ; s ; s ; s    

   ) :   ٢٥( مثال 

  : كلاً من المعادلات الآتیة ) إن وجدت ( جد مجموعة حل         

  

      

    

   
     

      

2 2 2

2 2 2

22 2

47 1 s3 3 50 s2 2 9 s 1

10 3 s 2 6 11 6 s 5 4 1 s 4

5 7 s2 9 49 1 s2 8 26 1 1 s 7

     

  

  : الحل 

 29 s 1      

  : یمكن حل المعادلة جبریاً بثلاثة طرق             

 : للطرفین فینتج  ٩ –نضیف : فرق بین مربعین  )١

        20 3 s 3 s 0 9 s 

إما    3 s 0 3 s      أو    3 s 0 3 s   

ة الحل مجموع                   3 3       

  

  

 أو

٦٥ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



نجد الجذر التربیعي للطرفین   )٢   0 ; s;   

       23 s s 9 s9    

مجموعة الحل   3 3        

 استخدام القیمة المطلق بعد الجذر التربیعي  )٣

     223 s 3 9 ss    

إما   3 s 3 s      أو    3 s 3 s   

مجموعة الحل   3 3          

 250 s2   ینتج  ٢بقسمة طرفي المعادلة على               2

              


  
2 2

2

25 s 50 s2  

                     25 s s 25 s25  S   

مجموعة الحل                  3 3          

  247 1 s3 3   

          
 



     
2 2 2

1 1
2

16 s 48 s3 47 1 s3       للطرفین  ٣ ÷للطرفین ثم  ١+إضافة  

                 24 s s 16 s16  S   

مجموعة الحل             3 3           

   24 1 s 4   

: تذكر أن          22 2f f h2 h f h  مربع مجموع حدین  

                     22 2f f h2 h f h  مربع الفرق بین حدین  

  الحل بأربعة طرق جبریة     

 ام طریقة التحلیل لإیجاد الحل فك القوس ، ثم كتابة المعادلة على الصورة العامة ، ثم استخد )١

  ٦٦ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



          2 2 20 3 s2 s 4 1 s2 s 4 1 s  

         20 1 s 3 s 0 3 s2 s    

إما             3 s 0 3 s      أو   1 s 1 1 s   

مجموعة الحل   1 3        

 استخدام القیمة المطلقة  )٢

            222 1 s 2 4 1 s1 s 
S   

إما      1 s 2 1 s      أو    3 s 2 1 s   

مجموعة الحل     1 3        

استخدام الجذر التربیعي         )٣   0 ; s;   

      22 1 s 4 1 s
S   

إما    1 s 2 1 s      أو    3 s 2 1 s   

مجموعة الحل     1 3        

 استخدام طریقة فرق بین مربعین في التحلیل  )٤

   


     2 20 4 1 s 4 1 s        تصفیر المعادلة ( للطرفین  ٤إضافة (  

             0 1 s 3 s 0 2 1 s 2 1 s   

إما    1 s 2 1 s      أو    3 s 2 1 s   

مجموعة الحل     1 3        

   211 6 s   ) نترك للطالب الحل بالطرق الأخرى ( الحل باستخدام الجذر التربیعي         5

  )درس القادم في ال( فك الأقواس لا تستخدمھا الآن : ملاحظة                                    

                   26 s 11 6 s11   كعدد صحیح  ١١لاحظ لا یوجد جذر للعدد  

  
٦٧ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



إما         6 s 6 s11 11     أو      6 s 6 s11 11   

مجموعة الحل                       6 611 11      

    226 1 1 s ام الجذر التربیعي        استخد   7   0 ; s;   

               


 
     2 2

1 1
25 1 s 26 1 1 s   

           25 1 s 25 1 s
S   

إما         4 s 5 1 s      أو    6 s 5 1 s   

مجموعة الحل         4 6        

   2
49 1 s2 استخدام الجذر التربیعي             8   0 ; s;    

                    2
7 1 s2 1 s2 49 1 s249  S     

إما       3 s 7 1 s2      أو    4 s 7 1 s2   

مجموعة الحل                         3 4         

  25 7 s2   ینتج   ٢للطرفین ، ثم نقسم الطرفین على  ٧ –نضیف                9

            


 


       
2 2 2

7 7
2

1 s 2 s2 5 7 s2     

               21 s    لاحظ أنھ لا یوجد عدد حقیقي مربعھ یعطي عدد سالب لذلك فإن :  

مجموعة الحل                                               أو      

  

  في ھذا الدرس سوف نتعلم طریقة جدیدة لحل المعادلة التربیعیة ، وتسمى ھذه الطریقة  

  إكمال المربع                                          

  

  
٦٨ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



 لجبري التربیعي   المقدار ا 2s2 s  كما یلي  یفسر ھندسیا ناتج جمعھ : 

 

 2 s    تمثل مربع طول ضلعھ s   

  

 s2    تمثل مستطیلین طول كل منھما س ، والعرض وحدة واحدة  

  

إذا  2s2 s =                  +                      =                                       

  

  

مربع صغیر ناقص )  ١+س ( لاحظ أن ناتج الجمع الھندسي عبارة عن مربع كامل طول ضلعھ      
لذلك یمكن كتابة المقدار الجبري  ٠طول ضلعھ وحدة واحدة   2s2 s  كما یلي :  

                       22 2 21 1 s 1 1 s s2 s      

   الآن لنفسر المقدار الجبري 2s3 s  ھندسیا  ونجد ناتج الجمع 

 

 2 s    تمثل مربع طول ضلعھ s   

  

 s3    تمثل مستطیلین طول كل منھما س ، والعرض وحدة واحدة  

، نوزع مستطیلین على جوانب المربع الكبیر ، ثم نقسم المستطیل مستطیلات  ٣لاحظ وجود 
1الثالث إلى قسمین متساویین أبعاد كل منھما  

s2   وحدة  ونوزعھما كما یلي :  

  

  2s3 s                                      =                    +                      =  

  

  

  ٦٩ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



  لاحظ أن الشكل الھندسي الناتج یمثل مربع طول ضلعھ 3
s2  ناقص مربعین صغیرین طول

1كل منھما  وحدة واحدة ،  
1 ا مبعد كل منھ وحدة، و مستطیلین  2

12  لذلك یمكن كتابة

المقدار الجبري  2s3 s  كما یلي : 

        
     
      

       

22
22

2 2

1 1 3
1 2 1 s s3 s2 2 2

9 3 1 3
s 1 1 s4 2 4 2

    

 المقدار الجبري  جمع الآن لنجد ناتج 2sf s  ًھندسیا : 

 

  2 s    تمثل مربع طول ضلعھ s   

  

  sf  ب وحدة طول س ، والعرض  تمثل  طولھ    

fبما أنھ یوجد لدینا مستطیل واحد ، نقسمھ إلى قسمین أبعاد كل قسم  
s2   ونوزع  

  

 2sf s +                            =                  =  

  

لاحظ أن الشكل الھندسي الناتج عبارة عن مربع طول ضلعھ       f
s2   ناقص مربع صغیر طول

ضلعھ  f
، لذلك یمكن كتابة المقدار الجبري  2 2sf s   كما یلي :  

                             
2 2 2 2

2f f f f
s s sf s4 2 2 2    

تسمى ھذه الطریقة بطریقة إكمال المربع للمقدار التربیعي  الذي على الصورة    2sf s  ًوأیضا ،
مع العبارة التربیعیة    2[ sf s  ٠   

  

  ٧٠ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



  ) :    ٢٦( مثال 

  

  : كتب كلاً من المقادیر الجبریة التالیة باستخدام طریقة إكمال المربع ا        

        
 

 

 
  

2 2

2 2

s5 s 2 s s 1

5 s6 s 4 s4 s 3
   

  

نستخدم القاعدة :  الحل       
2 2

2f f
s sf s2 2    

  

 2s s 1   

                     
2 2 2

21 1 1 1
s s s s4 2 2 2   

 2s5 s 2   

                     
2 2 2

225 5 5 5
s s s5 s4 2 2 2    

 2s4 s 3   

                     
2 2

22 4 4
4 2 s s s4 s2 2       

  25 s6 s 3   

                             
2 2

22 2 6 6
14 3 s 5 9 3 s 5 s 5 s6 s2 2      

  

  لاحظ مما سبق ، أنھ حین استخدام طریقة إكمال المربع 

2 یجب أن یكون معامل  )١ s     ١یساوي  

 ) امل س نصف مع( نضیف نصف معامل س إلى س ثم نكتبھ كمربع كامل ثم نطرح مربع   )٢

  
٧١ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



  ) :     ٢٧( مثال 

  : باستخدام طریقة إكمال المربع ، جد مجموعة حل المعادلات الآتیة           

           
 

 

   
    

2 2

2 2

0 s5 s 2 0 s s 1

0 5 s6 s 4 0 s4 s 3
    

نستخدم القاعدة        : الحل       
2 2

2f f
s sf s2 2    

  20 s s 1   

                        
2 2 2

21 1 1 1
0 s 0 s 0 s s4 2 2 2    

                 
21 1 1 1

s s2 2 4 2
S    

إما              1 1
0 s s2 أو      2    1 1

1 s s2 2   

مجموعة الحل                         0 1          

  20 s5 s 2   

                       
2 2 2

225 5 5 5
s 0 s 0 s5 s4 2 2 2     

                 
25 5 25 5

s s2 2 4 2
S   

إما              5 5
0 s s2 أو      2    5 5

5 s s2 2   

مجموعة الحل                         0 5         

 2s4 s 3   

                            
2 2

22 2 4 4
4 2 s 4 2 s 0 s 0 s4 s2 2       

                 22 2 s 4 2 s
S    

  
٧٢ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



إما                     0 s 2 2 s      أو    4 s 2 2 s   

مجموعة الحل                         0 4          

   20 5 s6 s 3   

          

                     
2 2

22 2 6 6
14 3 s 0 5 9 3 s 0 5 s 5 s6 s2 2     

                       23 s 14 3 s14    

إما                      3 s 3 s14 14           

أو                        3 s 3 s14 14   

مجموعة الحل                            3 314 14           

، وتستخدم في حل  الطریقة الجبریة ب  تسمى طریقة إكمال المربع التي تم حل المثال السابق بھا 
المعادلات التربیعیة التي على الصورة    20 [ sf sh  یلي ، كما :  

ننقل الحد المطلق للطرف الثاني   )١   2[ sf sh  

2نقسم المعادلة على معامل  )٢ s    2f[
s s

h h
یجب أن یكون معامل (    21 s ( 

 ) تفسیر الھندسي ال(   ونحلل             )نصف معامل س ( نضیف للطرفین مربع  )٣

               
2 2 22

2
2

f f f f f[ [
s s s

h h hh2 h2 h2h4
   

  إذا كان المقدار 
2

2

f [
0

hh4
 نأخذ الجذر التربیعي للطرفین ونكمل الحل   

  إذا كان المقدار  
2

2

f [
0

hh4
الحل ھو      f

s
h2

  

  إذا كان المقدار 
2

2

f [
0

hh4
مجموعة الحل  لا یوجد حل للمعادلة         

    
٧٣ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



  ) :     ٢٨( مثال 

  : باستخدام طریقة إكمال المربع ، جد مجموعة حل المعادلات الآتیة           

  

  

  

        

      

       

2 2 2

2 2 2

2 2 2

3 s10 s 2 3 0 1 s4 s 2 0 1 s4 s 1

1
9 s6 s 6 1 s s 5 3 s4 s 4

4
3 3 1

5 s 4 s 9 0 7 s s2 8 0 s5 s 73 2 2 2

   

  :  الحل 

   20 1 s4 s 1   

          2 21 s4 s 0 1 s4 s                   نقل الحد المطلق للطرف الثاني  

                
2 2

22 4 4
3 2 s 1 s4 s2 إضافة  2 2 f

  للطرفین وتبسیط المعادلة   2

           22 s 3 2 s3    

إما           2 s 2 s3 3    

أو            2 s 2 s3 3   

مجموعة الحل             2 23 3           

   20 1 s4 s 2  

            2 21 s4 s 0 1 s4 s   

       
 

              
   

2 2

22

2 2

4 4
3 2 s 1 s4 s2 2    

            22 s 3 2 s3    

إما           2 s 2 s3 3     أو     2 s 2 s3 3   

مجموعة الحل           2 23 3             

  

٧٤ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



   23 s10 s 2 3  

      


      
2 2

2

3
s5 s 3 s10 s 22   

                         
2 2 2

225 6 2 3 5 5 3 5
s s5 s4 4 2 2 2 2 2 2    

               
25 19 519 s s2 2 4 2

 S  

إما         5 519 19s s2 2 2 2
     أو     5 519 19s s2 2 2 2

   

مجموعة الحل            
 

5 519 19
2 2
             

  23 s4 s 4  

       


    2 23 s4 s 3 s4 s   

         
 

             
   

2 2

22

2 2

4 4
7 2 s 3 s4 s2 2   

                 22 s 2 s 7 2 s7 7    

مجموعة الحل                      27             

  21
11 s s 54  

                 
2 2 2

265 1 1 1 1
s 1 s s464 8 8 8   

                
21 1 65 165 65s s s8 8 8 8 64 8

    

مجموعة الحل                              165
8
              

  

  ٧٥ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



   29 s6 s 6   

        
 

             
   

2 2

22

3 3

6 6
0 3 s 9 s6 s2 2    

              23 s 0 3 s          مجموعة الحل  3         

   23 1
0 s5 s 72 2   

              2 23 1 3 1
s5 s 0 s5 s2 2 2 2    

        


      


2 2

2

3 1
3 s10 s s5 s2 2  

         
 

             
   

2 2

22

5 5

10 10
22 5 s 3 s10 s2 2    

         


          25 s 5 s 22 5 s22 22  S   

مجموعة الحل                                  522            

   23
0 7 s s2 82  

              2 23 3
7 s s2 0 7 s s22 2    

               2 27 3 3
s s 7 s s22 4 2    

                          
2 2 2

29 7 3 3 7 3 3
s s s2 2 464 8 8 8   

                         
2 2215 3 9 224 32 7 3

0 s s64 8 64 64 32 2 8   

مجموعة الحل                                               أو    

  

  

  ٧٦ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



  25 s 4 s 93   

          
 

   
         

   

2 2

2 2

3 3

4 43 317 2 s 5 s 4 s3 32 2
  
2 2S S

     

            
 



          
  

2
2 s 2 s 17 2 s17 3 17 3 3

2 p0 l17 3

   


S

  

  ١٠٩ص)  ١٦ – ٣( حل تدریب 

  : حل المعادلات الآتیة ، وتحقق من صحة الحل      

           2 20 15 s8 s f 100 1 s2 h   

  : الحل 

   2100 1 s2 h  

               2
10 1 s2 100 1 s2

S  

إما          11
s 10 1 s22    أو     9

s 10 1 s22   

مجموعة الحل                            11 9
2 2          

عند : التحقق            
2

2 11 11
100 10 1 2 s2 2

  الطرف الأیسر   

عند                        
2

2 9 9
100 10 1 2 s2 2

  الطرف الأیسر    

   20 15 s8 s f  

             2 215 s8 s 0 15 s8 s    

        


 

               
   




2 2

22

2 2

8 8
0 11 2 s 15 s8 s4 4

p 0 l

    

  ٧٧ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



  ١٠٩ص)  ١٧ – ٣( حل تدریب 

  المسألة الواردة في بدایة الدرس       

أراد معتز تصمیم نموذج كرتوني لشاخصة مروریة عل شكل مثلث ، یزید طول قاعدتھ على ارتفاعھ    
ً في إیجاد ارتفاعھ لیكتمل النموذج  ٢سم ٤٨سم ، ومساحتھ  ٤بمقدار      ٠، ساعد معتزا

  :  الحل

   ٢سم ٤٨،،، مساحة الشاخصة   ٤+ قاعدة الشاخصة س  نفرض أن ارتفاع الشاخصة  س      

1) = مثلث ( مساحة الشاخصة   
  الارتفاع   ×طول القاعدة   2

               2 1
96 s4 s s 4 s 482   

          
 

            
   

2 2

22

2 2

4 4
100 2 s 96 s4 s2 2  

                 210 2 s 100 2 s
S  

إما              8 s 10 2 s      أو    12 s 10 2 s     

  سم    ٨= وبما أن الأبعاد لا یمكن أن تكون سالبة إذاً الارتفاع       

  

  ١١٠حل تمارین ومسائل ص                               

جد جور المعادلة   )١  2
25 1 s2  

  : الحل 

         2
5 1 s2 25 1 s2

S  

إما          3 s 5 1 s2    أو     2 s 5 1 s2   

مجموعة الحل                            3 2         

  

  ٧٨ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



 : ة استخدم طریقة إكمال المربع في حل المعادلات التربیعیة التالی )٢

  

  

      

      

2 2 2

2 2 2

7 s6 s [ 0 s s2 f 0 12 s4 s h

16 s2 s8 , s10 s 9 i 0 6 s2 s4 ]

   

  : الحل 

   20 12 s4 s h  

                2 212 s4 s 0 12 s4 s    

            
 

             
   

2 2

22

2 2

4 4
16 2 s 12 s4 s2 2   

                  24 2 s 16 2 s   

إما                 6 s 4 2 s    أو     2 s 4 2 s   

مجموعة الحل                            6 2      

  20 s s2 f  

               2 21
0 s s 0 s s22  

                      
2 2 2

21 1 1 1 1
s s s4 4 4 216  

                  
21 1 1 1

s s4 4 416
S    

إما                1 1 1
s s2 4 4    

أو                 1 1
0 s s4 4  

مجموعة الحل                            1
02        

  

  
٧٩ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



  20 6 s2 s4 ]  

                2 2 26 s4 s2 0 6 s4 s2 0 6 s2 s4   

      


      
2 2

2

3 s2 s 6 s4 s2   

      
 

             
   

2 2

22

1 1

2 2
4 1 s 3 s2 s2 2    

            22 1 s 4 1 s   

إما           3 s 2 1 s    أو     1 s 2 1 s   

مجموعة الحل                            3 1       

 2s10 s 9 i  

           2 29 s10 s s10 s 9   

      
 

               
   

2 2

22

5 5

10 10
16 5 s 9 s10 s2 2    

               24 5 s 16 5 s   

إما             9 s 4 5 s    أو    1 s 4 5 s   

مجموعة الحل                            9 1   

 216 s2 s8 ,  

                  2 28 s4 s 16 s2 s8  

           
 

                
   


2 2

22

2 2

4 4
0 4 2 s 8 s4 s2 2    

                

مجموعة الحل                                       

  

٨٠ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



؟  برر  ٥٨ومجموع مربعیھما ،  ١٠ھل یمكنك الحصول على عددین موجبین ، مجموعھما  )٣
  ٠إجابتك 

  : الحل 

 ول نفرض العدد الأs    الثاني s 10  

  مربع الأول 2 s   مربع الثاني ،،     2 2s s20 100 s 10  

  ٥٨= مربع الثاني + مربع الأول  

       2 2 242 s20 s2 58 s s20 100 s   

      2 221 s10 s 42 s20 s2   

 
 

              
   

2 2

22

5 5

10 10
4 5 s 21 s10 s2 2   

       22 5 s 4 5 s
S   

إما              7 s 2 5 s    أو    3 s 2 5 s   

مجموعة الحل                            7 3    

   ٥٨=  ٤٩+  ٩،،   ١٠=  ٧+  ٣  ٧،  ٣: العددان ھما : نعم یمكن                

ً إجابتك   )٤   ٠ھل یمكنك إیجاد حل حقیقي لكل من المعادلات الآتیة ؟ مبررا

          221 1 s f 0 20 s12 s2 h   

  : الحل 

   20 20 s12 s2 h                                         20 1 1 s f  

         2 210 s6 s 0 20 s12 s2                    p0l      

   
 

           
   

2 2

2

3 3

6 6
10 s6 s2   لا یوجد عدد حقیقي مربعھ عدد سالب            2

       2p0l 0 1 3 s   

  ٨١ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



  ة بالقانون العام     التربیعی حل المعادلة            ٦ – ٣
  

  ) :     ٢٩( مثال 

مجموعة حل المعادلة  باستخدام طریقة إكمال المربع جد        20 [ sf sh   

  : الحل 

ننقل الحد المطلق للطرف الثاني  )١   2[ sf sh  

2نقسم المعادلة على معامل  )٢ s    2f[
s s

h h
یجب أن یكون معامل (    21 s ( 

 ) التفسیر الھندسي (   ونحلل             )نصف معامل س ( فین مربع نضیف للطر )٣

               
2 2 22

2
2

f f f f f[ [
s s s

h h hh2 h2 h2h4
  

           
2 22 2

2 2

[h4 f f f f[
s s

hh2 h2h4 h4
   

        
222

22

[h4 f[h4 f f f
s s

h2 h2h4h4 
S  

           
2 2 2f[h4 f [h4 f [h4 ff f

s s s
h2 h2 h2 h2 h2
    

یسمى    
   

2 f[h4 f
s

h2
     ٠بالقانون العام لحل أي معادلة تربیعیة   

ویسمى المقدار   2[h4 f     ممیز المعادلة التربیعیة ویرمز لھ بالرمز  

  

  

  

  

  

  قاعدة 

ادلة التربیعیة القانون العام لحل المع   20 [ sf sh  ھو
 


2 f[h4 f

s
h2
   

حیث    20 [h4 f  

٨٢ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



   الممیز  2[ h4 f  تكمن أھمیتھ في الكشف عن إمكانیة تحلیل المعادلة
 :  كما یلي  )إن وجدت ( التربیعیة وتحدید عدد الحلول الحقیقیة لھا 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

   ٠إیجاد الممیز ) إن وجدت ( لذلك یفضل قبل البدء في إیجاد جذور المعادلة التربیعیة 

  

  ) :     ٣٠( مثال 

  

، باستخدام ) إن أمكن ( لكل من المعادلات التربیعیة الآتیة ، جد الممیز ، ثم جد جذور المعادلة      
  : القانون العام 

  

  

       

       

2 2 2

2 2 2

7 s6 s [ 0 3 s s2 f 0 12 s4 s h

16 s2 s8 , 0 5 s10 s i 0 16 s8 s ]

  

  : الحل 

  المعادلة التربیعیة

   20 [ sf sh 

  الممیز

  2[h4 f 

0  

  للمعادلة جذران

 حقیقیین مختلفان

0  

  لا یوجد جذور

 حقیقیة للمعادلة

 0  

 ً   یوجد جذراً  حقیقیا

ً للمعادلة   مكررا

ھو  f
s

h2
 

٨٣ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



   20 12 s4 s h   

        
          

2[h4 f 12 [ 4 f 1 h
0 64 48 16 12 1 4 16

    

  یوجد للمعادلة جذران حقیقیان مختلفان       

     
2 f[h4 ff

s s
h2 h2

    

          
4 f8 4 64s s s2 1 2 h2

      

إما            8 4
6 s s2    أو   8 4

2 s s2   

مجموعة الحل                            6 2      

   20 3 s s2 f   

        
           

2[h4 f 3 [ 1 f 2 h
0 23 24 1 3 2 4 1

     

ح  ٠م  لا یوجد جذور حقیقیة للمعادلة   ) سالب (  ٠< بما أن الممیز      

     2 20 7 s6 s 7 s6 s [  

         
          

2[h4 f 7 [ 6 f 1 h
0 64 28 36 7 1 4 36

   

  یوجد للمعادلة جذران حقیقیان مختلفان 

     
2 f[h4 ff

s s
h2 h2

    

          
6 f8 6 64s s s2 1 2 h2

      

إما            8 6
7 s s2    أو   8 6

1 s s2   

مجموعة الحل                            7 1      

٨٤ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



   20 16 s8 s ]   

         
          

2[h4 f 16 [ 8 f 1 h
0 0 64 64 16 1 4 64

   

  ھو  ٠= بما أن الممیز ً ً للمعدلة جذراً مكررا ، إذا
        
8 f

4 s s s1 2 h2
    

  

   20 5 s10 s i    

        
          

2[h4 f 5 [ 10 f 1 h
0 80 20 100 5 1 4 100

   

  یوجد للمعادلة جذران حقیقیان مختلفان 

     
2 f[h4 ff

s s
h2 h2

    

            
104 6 f8052 3 s s s s5 2 1 2 h2

      

 :ملاحظة             45 5 16 5 16 80         

مجموعة الحل                            2 35       

  

 216 s2 s8 ,  

 


     
2

2 20 8 s4 s 16 s2 s8 ٢- ÷صورة العامة ثم كتابة المعادلة على ال  

       
          

2[h4 f 8 [ 4 f 1 h
0 16 32 16 8 1 4 16

    

  

ح  ٠م  لا یوجد جذور حقیقیة للمعادلة   ) سالب (  ٠< بما أن الممیز     

  

  : ملاحظة 

 


2 3 25
s2

 

٨٥ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



  

  

  

  

  

الجدول التالي یوضح العلاقة بین إشارة الممیز وعدد جذور المعادلة التربیعیة ، وكذلك نقط تقاطع  
  ) المعادلة التربیعیة مرافقة للاقتران ( ع محور السینات الاقتران م

عدد نقط تقاطع منحنى الاقتران 
المعادلة ) حلول ( عدد جذور   =  التربیعي مع محور السینات

  التربیعیة المرافقة للاقتران

   20 [h4 f   

لا یوجد نقاط تقاطع مع محور 
  السینات

   20 [h4 f   

یوجد نقطة تقاطع واحدة مع 
  محور السینات

   20 [h4 f   

یوجد نقطتي تقاطع مع محور 
  السینات 

لا یوجد جذر حقیقي للمعادلة 
 التربیعیة المرافقة

یوجد جذر حقیقي مكرر 
 للمعادلة التربیعیة المرافقة

یوجد جذرین حقیقیین مختلفین 
 للمعادلة التربیعیة المرافقة

      

  

  ١١٤ص)  ١٨ – ٣( حل تدریب 

حل المعادلة                 20 2 s5 s2   ٠باستخدام القانون العام لحل المعادلة التربیعیة   

  :  الحل 

        
          

2[h4 f 2 [ 5 f 2 h
0 9 16 25 2 2 4 25

    

  :معلومة 

  إذا كان ممیز المعادلة التربیعیة مربع

 كامل فإن جذور المعادلة أعداد نسبیة

٨٦ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



 مختلفان  یوجد للمعادلة جذران حقیقیان  

     
2 f[h4 ff

s s
h2 h2

    

         
5 f3 5 9s s s4 2 2 h2

      

إما               1 3 5
s s2 أو    4    3 5

2 s s4   

مجموعة الحل    1
22      ) وأن الجذور أعداد نسبیة) مربع كامل (  ٩= لاحظ أن الممیز (   

  ١١٤ص)  ٩١ – ٣( یب حل تدر

  : جد قیمة الممیز ثم حدد عدد الجذور لكل من المعادلات الآتیة     

   221 s9 s h          20 15 s11 s2 f         20 16 s24 s9 [   

  : الحل 

      2 20 21 s9 s 21 s9 s h  

       
          

2[h4 f 21 [ 9 f 1 h
0 3 84 81 21 1 4 81

    

  ذور حقیقیة للمعادلة لا یوجد ج  

   20 15 s11 s2 f   

      
         

2[h4 f 15 [ 11 f 2 h
0 1 120 121 15 2 4 121

   

  مختلفان جذران حقیقیان             

   20 16 s24 s9 [   

       
           

2[h4 f 16 [ 24 f 9 h
0 0 576 576 16 9 4 576

    

   )جذران حقیقیان متساویان ( جذر حقیقي مكرر   

  
٨٧ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



  ) العام لحل المعادلة التربیعیة الحل باستخدام القانون ) :  (  ٣١( مثال 

متوازي مستطیلات قاعدتھ مربعة الشكل طول ضلعھا  س سم ، إذا كان ارتفاعھ یزید طولھ            
  : سم  عن طول قاعدتھ  ١بمقدار   

تعطى بالعلاقة  بدلالة سبین أن المساحة الكلیة للمتوازي ،  )١ 2s4 s6 l   ٠ ٢سم  

  ٠، جد أبعاد المتوازي  ٢سم ٢٤٠مساحتھ الكلیة تساوي إذا كانت  )٢

  : الحل 

  طول القاعدة  س   محیط القاعدةs4  :: 2مساحة القاعدة s  

  سم   ١طول الارتفاع یزید عن طول القاعدة بمقدار  الارتفاع 1 s   

 ٢سم ٢٤٠= حة الكلیة المسا  

 مساحة القاعدة  × ٢+ الارتفاع  ×محیط القاعدة = المساحة الكلیة  )١

     
  

 

2

2 2

2

s 2 1 s s4 l

s2 s4 s4 l

s4 s6 l

     

  ٢سم ٢٤٠= المساحة الكلیة  )٢   2240 s4 s6 240 l   


      

2
2 20 120 s2 s3 0 240 s4 s6   

       
          

2[h4 f 120 [ 2 f 3 h
0 1444 1440 4 120 3 4 4

    

     
2 f[h4 ff

s s
h2 h2

    

         
2 f38 2 1444s s s

6 3 2 h2
      

إما              38 2
6 s s6    أو    20 38 2

s s3   مرفوضة 6

  سم ٧= سم ، وارتفاعھ  ٦إذا طول قاعدة المتوازي  ،  ) ٧،  ٦،  ٦أبعاد الصندوق  ( 

  

٨٨ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



  ) :  ٣٢( مثال 

للمعادلة             20 ; s2 s ،  جد مجموعة قیم ك التي تجعل للمعادلة :  

  لا یوجد جذور حقیقیة )  ٣جذران حقیقیان مختلفان      )  ٢جذر حقیقي مكرر       )  ١

  نستخدم الممیز : الحل 

   ; [ 2 f 1 h    

  لا یوجد جذور حقیقیة   جذران حقیقیان مختلفان  جذر حقیقي مكرر

  20 [h4 f   20 [h4 f   20 [h4 f  

   
 

  

0 ; 1 44
0 ;4 4

1 ; 4 ;4
  

  







 

0 ; 1 44
0 ;4 4

1 ; 4 ;4
  

  







 

0 ; 1 44
0 ;4 4

1 ; 4 ;4
  

  

  

  

  

  

  ١١٤ص)  ١٩ – ٣( حل تدریب 

إذا كان للمعادلة     20 4 si8 s  بت ھـ ؟ حل واحد فما قیمة قیم الثا  

:      الحل    4 [ i8 f 1 h   

  للمعادلة حل واحد    20 [h4 f   

 
        

   

     

2 2

2 2

2 2

0 4 1 4 i8 0 [h4 f
16 i64 0 16 i64

1 1 16
i i i2 4 64

        

  

  

 ان حقیقیان مختلفانجذر  لا یوجد جذور حقیقیة
  جذر حقیقي 

 مكرر   

١ 
 1 ;  1 ; 

٨٩ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



  ١١٧حل تمارین ومسائل ص 
جد جذور المعادلة  )١  210 s3 s  

  : الحل 

      2 20 10 s3 s 10 s3 s     

        
          

2[h4 f 10 [ 3 f 1 h
0 49 40 9 10 1 4 9

    

     
2 f[h4 ff

s s
h2 h2

    

          
3 f7 3 49s s s2 1 2 h2

      

إما            7 3
5 s s2    أو   7 3

2 s s2  

مجموعة الحل                        5 2       

 : عیة الآتیة استخدم القانون العام لحل المعادلات التربی )٢

 

 

    

     

2 2

2 2

3 s4 s3 f 0 5 s6 s h

0 16 s8 s ] 4 s3 s3 [

   

  : الحل 

   20 5 s6 s h   

       
          

2[h4 f 5 [ 6 f 1 h
0 16 20 36 5 1 4 36

    

          
6 f4 6 16s s s2 1 2 h2

      

إما            4 6
5 s s2    أو  4 6

1 s s2  

مجموعة الحل                        5 1       

٩٠ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



     2 20 3 s4 s3 3 s4 s3 f   

         
          

2[h4 f 3 [ 4 f 3 h
0 52 36 16 3 3 4 16

    

             
2 2 4 4 f13 13 52s s s s

3 6 3 2 h2
       

مجموعة الحل                        213
3
        

      2 20 4 s3 s3 4 s3 s3 [   

      
          

2[h4 f 4 [ 3 f 3 h
0 39 48 9 4 3 4 9

     

ح  ٠م  لا یوجد جذور حقیقیة للمعادلة   ) سالب (  ٠< بما أن الممیز     

   20 16 s8 s ]   

        
          

2[h4 f 16 [ 8 f 1 h
0 0 64 64 16 1 4 64

     

ً للمعدلة جذراً مكرراً ھو       ٠= بما أن الممیز      ، إذا
        
8 f

4 s s s1 2 h2
        

  ٠، جد العددین  ٤، ویزید أحدھما على الآخر بمقدار  ٧٧عددان حقیقیان حاصل ضربھما  )٣

  : الحل 

  نفرض العدد الأول س   العدد الثاني 4 s  

  ٧٧= حاصل ضربھما      77 4 s s  

      20 77 s4 s 77 4 s s   

       
          

2[h4 f 77 [ 4 f 1 h
0 324 308 16 77 1 4 16

   

             
4 f18 4 324s s s2 1 2 h2

    

٩١ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



إما         18 4
7 s s2    أو    18 4

11 s s2   

  العدد الأول     ٧= عند  س  ١١) =  ٤+ س ( العدد الثاني  

  العدد الأول  ١١-= عند  س  ٧-) =  ٤+ س ( العدد الثاني    

 

ھل یمكن إیجاد حل حقیقي للمعادلة    )٤  20 s30 s14   ٠؟ برر إجابتك  

  : الحل 

      
          

2[h4 f 0 [ 30 f 14 h
0 900 0 900 0 1 4 900

    

  ، ولھا جذران حقیقیان مختلفان  ٠>  ٩٠٠= نعم یمكن ، لأن الممیز 

  

 : جد قیمة الممیز ، ثم حدد عدد الحلول الحقیقیة لكل معادلة فیما یأتي  )٥

   20 9 s s h                           20 6 s11 s2 f    

  : الحل 

   20 9 s s h   

      
          

2[h4 f 9 [ 1 f 1 h
0 35 36 1 9 1 4 1

   

ح  ٠م  لا یوجد جذور حقیقیة للمعادلة   ) سالب (  ٠< بما أن الممیز     

  

   20 6 s11 s2 f   

       
         

2[h4 f 6 [ 11 f 2 h
0 73 48 121 6 2 4 121

   

   ٠یوجد لھا جذران حقیقیان مختلفان  )  ٧٣(  ٠ >بما أن الممیز           

  

  ٩٢ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



یقفز خالد فوق منصة للقفز في بركة سباحة ، وتمثل المعادلة  )٦  26 k8 k5 g  ارتفاع
من الثواني ، استعمل الممیز لتعرف إذا كان خالد سیصل إلى ) ن ( بالأمتار بعد ) ل ( خالد 

  ٠ك متراً ، فسر إجابت)  ٢٠( ارتفاع  

          : الحل   26 k8 k5 g   

         
          

2[h4 f 6 [ 8 f 5 h
0 184 120 64 6 5 4 64

    

  إذا منحنى العلاقة یقطع محور السینات في نقطتین ، وكذلك )  ٠> ( بما أن الممیز موجب ،
2إشارة معامل  k  منحنى العلاقة)  ٠< ( سالبة ً العلاقة  ا یعني أن مدىمفتوح للأسفل ، ھذ ، إذا

 :ھو  

      
     

    

    
   
     

2

f8
0,8 g t g t g t5 2 h2

6 0,8 8 0,8 5 t

9,2 t 6 6,4 3,2 t

      

lوبما أن أقصى ارتفاع حسب منحنى العلاقة ھو    متر   ٢٢، إذا لا یمكن لخالد الوصول لارتفاع  9,2

 المسألة في بدایة الدرس  )٧

مرأة بالمیللتر زئبق بالاقتران  یمكن تمثیل ضغط الدم الانقباضي الطبیعي لل           
  21,7 s0,05 s0,01 w   حیث س العمر بالسنوات ، ویستعمل ھذا الاقتران لتقدیر عمر المرأة

  إذا علم ضغط الدم الانقباضي لھا ، ھل تستطیع حل المعادلة المرافقة بالطرق التي تعلمتھا سابقاً ؟ 

   خلال التمثیل البیانينعم یمكن من :  الحل 

  لاحظ من الشكل المجاور أن منحنى العلاقة لا یقطع 

  محور السینات الممثل للأعمار بالسنوات ، لذلك لا 

   ٠یوجد حل للمعادلة المرافقة 

  أو عن طریق الممیز : 2[h4 f   

     21,7 0,01 4 0,05   

    0,0655 0,0680 0,0025   

   ٠ ذاً لا یوجد حل للمعادلة المرافقةالممیز سالب إ أنبما 

  

 

٩٣ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



  ١١٩+ ١١٨حل المراجعة ص
 : الآتیة تأمل الشكل المجاور  وأجب عن الأسئلة  )١

  ما مجال ومدى الاقتران ق ؟ ) أ  

  المجال مجموعة الأعداد الحقیقیة  ح : الحل 

: المدى          1 w   

  الاقتران قجد قیمة س التي یأخذ عندھا ) ب 

   ١= س : الحل   ٠قیمة صغرى       

   ٠جد معادلة محور التماثل للاقتران ق ) جـ 

   ١= س :    الحل     

  )  ١-،  ١:  ( الحل    ٠جد إحداثیي رأس منحنى الاقتران ق ) د  

  موجبة : الحل  ما إشارة ممیز المعادلة التربیعیة المرافقة للاقتران ق ؟  ) ھـ 

   ٠نقاط تقاطع منحنى ق مع محوري الإحداثیات جد ) و  

  )  ٠،  ٠(  ، مع الصادات )  ٠،  ٢( ، )  ٠،  ٠(  مع السینات : الحل     

  جذران : الحل  كم عدد الجذور الحقیقیة للمعادلة المرافقة للاقتران ق ؟ ) ز  

   ٤) =  ١-( ق :  الحل  ؟ )  ١-( ما قیمة ق ) ح 

   ٢= ،،، س  ٠= س :  الحل  ن ق ؟ ما أصفار الاقترا) ط 

  

إذا كان للاقتران ق صفر وحید ، حیث  )٢   9 s6 sh s r   فما قیمة الثابت  ٠  

صفر = الممیز  صفر وحید :         الحل   20 [h4 f  

                  20 h36 36 0 9 h 4 36 0 [h4 f  

           1 h 36 h36 

  

 

٩٤ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



 ث / متراً  19,6مقدارھا أطلق مدفع قذیفة بسرعة ابتدائیة  )٣

  من سطح الأرض ، فإذا كانت المسافة التي تقطعھا القذیفة 

  : من الثواني معطاة بالعلاقة ) ن ( بالأمتار بعد ) ف ( 

       2k19,6 k4,9 t   

  

   ٠القذیفة من سطح الأرض  جد أقصى ارتفاع تصل إلیھ) أ  

   ٠متى تصل القذیفة سطح الأرض ) ب 

  

  : الحل 

  

                   0 [ 19,6 f 4,9 h   

أقصى ارتفاع تصل إلیھ القذیفة عند   ) أ f
t

h2
  

      
f19,6 19,6

e2 k k k k4,9 29,8 h2
   

               l19,6 2 t 39,2 19,6 2 t 2 19,6 4 4,9 2 t  أقصى ارتفاع  

  

  ٠= ف   ٠) = الإزاحة ( ة إلى الأرض عندما تكون المسافة تصل القذیف   ) ب

   ) ت

         20 19,6 k4,9 k 0 k19,6 k4,9 0 t   

0إما     k    وھي لحظة الانطلاق  

أو           e4 k 19,6 k4,9 0 19,6 k4,9  ثواني  ٤تصل الأرض بعد  

  

  

  

 

٩٥ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



 : حل المعادلات الآتیة  )٤

   

 

      

   

2 2 2

2 2

0 7 s6 s [ s2 s 3 f 49 5 s h

s2 s12 20 i s16 12 s4 ]

   

  : حل ال

    249 5 s h  

       27 5 s 49 5 s  

إما    2 s 7 5 s    أو     12 s 7 5 s   

مجموعة الحل                12 2   




     2 20 3 s2 s s2 s 3 f   

        
          

2[h4 f 3 [ 2 f 1 h
0 16 12 4 3 1 4 4

     

  الحل بطریقة التحلیل  الممیز موجبة وقیمتھ تمثل مربع كامل  بما أن إشارة

         20 1 s 3 s 0 3 s2 s   

إما     3 s 0 3 s    أو   1 s 0 1 s   

مجموعة الحل                1 3    

  یمكن حل فرع ب باستخدام أي طریقة : ملاحظة 

   20 7 s6 s [   

       
         

2[h4 f 7 [ 6 f 1 h
0 8 28 36 7 1 4 36

    لیس مربع كامل 

  الحل بالقانون العام / یمكن الحل بسھولة باستخدام طریقة إكمال مربع أو القانون العام 

                  
6 f83 s s s2 1 2 h2

    

مجموعة الحل                                  32    
٩٦ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش






     
4

2 20 3 s4 s s16 12 s4    ٤الكتابة على الصورة العامة ثم القسمة على    [

        
          

2[h4 f 3 [ 4 f 1 h
0 4 12 16 3 1 4 16

     

  الحل بطریقة التحلیل  بما أن إشارة الممیز موجبة وقیمتھ تمثل مربع كامل 

         20 1 s 3 s 0 3 s4 s   

إما    3 s 0 3 s    أو   1 s 0 1 s    

مجموعة الحل                1 3     

  یمكن حل فرع د باستخدام أي طریقة: ملاحظة 




     
2

2 20 10 s6 s s2 s12 20 i  ٢الكتابة على الصورة العامة ثم القسمة على   

        
          

2[h4 f 10 [ 6 f 1 h
0 4 40 36 10 1 4 36

    

ً )  ٠< ( بما أن إشارة الممیز سالبة   لا یوجد حل للمعادلة  إذا  p0l    

  

م حول قطعة أرض مستطیلة الشكل وتقع على ضفة نھر مستقیم ، فإذا   ٤٠٠أقیم سیاج طولھ  )٥
لم تسیج الواجھة الواقعة على ضفة النھر ، جد أبعاد قطعة الأرض بحیث تكون مساحتھا أكبر ما 

   ٠یمكن 

   : الحل 

  ثل قطعة الأرض ومكان النھر بالنسبةالشكل المجاور یم 

   ٣إلى قطعة الأرض ، حیث تم تسییج قطعة الأرض من 

  جھات فقط ، ولم تسیج الجھة الواقعة على ضفة النھر 

  نفرض أن بعدي القطعة س ، ص ، وبما أنھ أقیم 

  جھات فإن  ٣السیاج على 

  ٤٠٠= ص + س + س     10000400 w s2     

  

 

٩٧ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



 حاصل ضرب بعدیھا  )  = م ( رض مساحة الأ 

   2 0000w s l    

   نجعل ص موضع للقانون في المعادلة الأولى ثم  ٢،    ١لاحظ وجود علاقة بین المعادلتین ،
 نعوضھا في المعادلة الثنیة 

          2s400 s2 l s2 400 s l s2 400 w    

 لاحظ أنھ نتج لدینا اقتران تربیعي    2s400 s2 s l بدلالة أحد بعدي  یمثل المساحة
بعاد قطعة الأرض لتكون المساحة أكبر ما یمكن ، نجد قطعة الأرض ، وبما أن المطلوب أ

الإحداثي السیني لنقطة الرأس    
 
 

f f
l

h2 h2
   فتكون مساحة قطعة الأرض أكبر ما ،

یمكن عندما  f
s

h2
2ارة معامل لاحظ أن إش(    s یوجد قیمة عظمى ً  ) سالبة ، إذا

    
f400

100 s s2 2 h2
 بعد الأرض الأول  م   

  عند      200 w 100 2 400 w 100 s   م  بعد الأرض الثاني 

  ٠م  طول السیاج   ٤٠٠=  ٢٠٠+  ١٠٠+  ١٠٠= ص + س + وللتأكد من صحة الحل  س  

 

 ٢١١+ ٢٠١ص الذاتي لاختبارحل ا

یتكون ھذا السؤال من تسع فقرات من نوع الاختیار من متعدد ، ولكل منھا أربعة بدائل ، واحد  )١
  ٠منھا فقط صحیح ، ضع دائرة حول رمز البدیل الصحیح لكل منھا 

 )١  ( ً    ٠أحد الاقترانات التالیة لیس تربیعیا

       
     

     

     

   

2 3

2 2

2 s2 s s g f 2 s2 s2 s r h

s s8 4 s , ] s10 s i [

   

محور التماثل للاقتران التربیعي معادلة )  ٢(  2 s s r   ھي :  

              2 s ] 2 s [ 0 s f 1 s h   

  
٩٨ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



الإحداثي السیني لنقطة رأس الاقتران التربیعي )  ٣(   2s2 s2 s r   ھي :  

              1 1
s ] 2 s [ 0 s f s h2 2

  

: الحل                    
2 f1

s s2 2 2 h2
   

مجال الاقتران التربیعي )  ٤(     2 1 s s r   یساوي :  

  مجموعة الأعداد الحقیقیة                                             f) أ       

  د الصحیحة الموجبة  مجموعة الأعدا) مجموعة الأعداد الصحیحة               د  ) جـ       

یقطع الاقتران التربیعي )  ٥(   2 s s3 s r  محور الصادات في النقطة :  

               0 0 ] 1 3 [ 0 3 f 3 0 h      

: الحل                       20 0 0 0 r 0 0 3 0 r      

إذا كان إحداثیا رأس منحنى الاقتران التربیعي )  ٦(   s r w  المفتوح للأسفل ھما  

        1 3  مجموعة القیم التي تحقق : ، فإن مدى الاقتران ق ھو: 

                       1 w ] 1 w [ 3 s f 3 s h   

مجموعة حل المعادلة )  ٧(   2s3 2 s   ھي :  

                 ] 2 1 [ 1 2 f 2 1 h     

: الحل                 2 20 2 s3 s s3 2 s  

                      
          

2[h4 f 2 [ 3 f 1 h
0 1 1 9 2 1 4 9

    

                             22 s 1 s 0 2 s 1 s 0 2 s3 s    

ممیز المعادلة التربیعیة المرافقة للاقتران )  ٨(    2 s s 1 s r  یساوي :  

                    5 ] 5 [ 4 f 3 h   

: الحل                 25 1 1 4 1 [h4 f    

٩٩ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



القیمة الصغرى للاقتران التربیعي )  ٩(    29 s2 s s r  تساوي :  

          8 ] 11 [ 1 f 0 h   

: الحل               f2
8 9 2 1 1 r 1 2 h2

    

  

جد قیم جـ التي تجعل الاقتران  )٢   2[ s4 s s r   ٠لیس لھ جذور حقیقیة  

   ٠< الممیز  لیس لھ جذور حقیقیة :      الحل 

                  
    

 


 
 

 

20 [ 1 4 16 0 [h4 f
[4 16 0 [4 16

16
4 [ [ 4

    

 ) : إن وجد ( جد حل المعادلات التربیعیة الآتیة  )٣

   

   

      

     

2 22

2

0 s6 s2 [ 4 s 2 s f 24 s2 s h

0 5 s4 s i s 3 s 10 ]

   

  : الحل 

  224 s2 s h   

     2 20 24 s2 s 24 s2 s  

        
          

2[h4 f 24 [ 2 f 1 h
0 100 96 4 24 1 4 4

     

  
 

         
 

22 s 1 s 0 4 s 6 s 0 24 s2 s

6 4 p 0 l


   

    24 s 2 s f   

    20 s3 s 4

 s 4

 
 

   
    

2 2 2h s h2 s h s
2 2s4 s 4 s 2 s  

                20 3 p0l 3 s 0 s 0 3 s s 0 s3 s    

  ١٠٠ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



  20 s6 s2 [   

        2 20 3 s s 0 s3 s 0 s6 s2    

 
 

     
 

3 s 0 s 0 3 s s

0 3 p0 l


     

  ، لا داعي لإیجاد الممیز ،  ٠) = جـ ( ادلة التربیعیة إذا كان الحد المطلق في المع: ملاحظة 

   ٠نبسط المعادلة إن أمكن ، ثم التحلیل بإخراج س عامل مشترك ، ثم نكمل الحل            

    s 3 s 10 ]   

          2 20 10 s3 s s s3 10 s 3 s 10    

        
          

2[h4 f 10 [ 3 f 1 h
0 49 40 9 10 1 4 9

  ل  الحل بالتحلی  

  
 

          
 

25 s 2 s 0 5 s 2 s 0 10 s3 s

5 2 p0l


   

   20 5 s4 s i   

        
          

2[h4 f 5 [ 4 f 1 h
0 36 20 16 5 1 4 16

   الحل بالتحلیل  

  
 

          
 

25 s 1 s 0 5 s 1 s 0 5 s4 s

5 1 p0l


   

  ٠سم  ٢٦سم ، وطول قطره  ٦٨جد أبعاد المستطیل الذي محیطھ  )٤

  : الحل 

 ٠بدلالة أحد بعدیھ في تكوین علاقة ثاغورس نستخدم علاقة محیط المستطیل ونظریة فی  

 س   نفرض طول أحد بعدي المستطیل  البعد الثاني    s2 68
s 34 2  

  الشكل ( بتطبیق نظریة فیثاغورس على المثلث المظلل( 

      22 226 s s 34 

  وبفك القوس وجمع الحدود المتشابھة وترتیب المعادلة 

  
 

١٠١ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



          2 2 22 2676 s s s68 1156 26 s s 34   

      2 20 240 s34 s 0 480 s68 s2   معادلة تربیعیة  

        
          

2[h4 f 240 [ 34 f 1 h
0 14 960 1156 240 1 4 1156

  طریقة التحلیل 

            210 s 24 s 0 10 s 24 s 0 240 s34 s   

  سم  ٢٤=  ١٠ – ٣٤= س  – ٣٤= البعد الثاني  سم  ١٠= عندما البعد الأول 

  سم  ١٠=  ٢٤ – ٣٤= س  – ٣٤= البعد الثاني  سم  ٢٤= عندما البعد الأول 

1: حظة ملا
  البعد الثاني + البعد الأول ) = ل ( محیط المستطیل  2

  

، ویمر  ٤= ، س  ٢-= إذا علمت أن منحنى الاقتران التربیعي ق یقطع محور السینات عند س  )٥
  ٠، جد قاعدة الاقتران ق ، ثم ارسم منحناه مستخدماً برنامج رسم )  ٨،  ٠( منحناه بالنقطة 

        : حل ال    20 [ sf sh s r  

   یمر في النقطة      8 [ 8 0 r 8 0    ) نقطة تقاطعھ مع محور الصادات ( 

   صورة الاقتران    20 8 sf sh s r  

  یقطع محور السینات عند               10000 8 f2 h4 2 r 0 2 r 2 s  

  یقطع محور السینات عند            20000 8 f4 h16 4 r 0 4 r 4 s  

  ینتج  ٢، ثم جمعھا للمعادلة  ٢في  ١بضرب المعادلة     1 h 0 24 h24   

  بتعویض قیمة  ینتج  ١في معادلة     2 f 0 8 f2 4  

  قاعدة الاقتران ھي :     20 8 s2 s s r       

  

        

  

  
 

١٠٢ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



 الصورة القیاسیة للاقتران التربیعي:  القسم الثاني

  
    درسنا سابقا الصورة العامة للاقتران التربیعي والتي ھي على الصورة

     20 h [ sf sh s r   وفي ھذا الجزء سوف نتعرف على صورة ثانیة وھي
       20 h i ] s h s r    حیث : 

-  i ]  إحداثیي نقطة الرأس لمنحنى الاقتران  

تماثل معادلة محور ال - ] s  

نقطة التقاطع مع محور الصادات ضع  - 0 s  

 

  الصورة القیاسیة ناتجة من الصورة العامة للاقتران التربیعي باستخدام طریقة إكمال المربع 

  : كما یلي 

                      2[ sf sh s r    

١(         2f[
s s h s r

h h
  عامل مشترك  إخراج   

٢(             
2 2

2f f f[
s s h s r

h h2 h2 h
إضافة    2 f

h2
 داخل القوس  

٣(                
2 2

2f f f[
s s h s r

h h2 h2 h
   نرتب      

٤(           
 

2 2

2

f [h4 f
s h s r

h2h4
 نحلل ونرتب القوسین      

نفرض أن   )٥    
2

2

f [h4 f
i ]

h2h4
   

٦(          2
i ] s h s r      الصورة القیاسیة للاقتران التربیعي 

: المعادلة المرافقة للاقتران التربیعي بالصورة القیاسیة ھي     2
0 i ] s h 

  
١٠٣ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



  )  :  ٣٣( مثال 

  : لكل من الاقترانات التربیعیة الآتیة          

    
            

              

       

       

22 2

2 2 2

1 s 2 s r [ 2 3 s w f 3 4 s s ; h

3 1
4 2 s s u , 2 s s l i 4 2 s 3 s g ]2 2

  

  ٠حور التماثل جد معادلة م )١

 جد إحداثیي نقطة رأس منحنى الاقتران  )٢

  جد نقط تقاطع منحنى الاقتران مع المحورین الإحداثیین  )٣

  : الحل 

      23 4 s s ; h   

 معادلة محور التماثل  )١    4 s 0 4 s  

إحداثیي نقطة الرأس    )٢   3 4 i ]   

، نضع  مع محور الصادات )٣            219 0 19 3 4 0 0 ; 0 s  

مع محور السینات              2 23 4 s 0 3 4 s 0 s ;   

مجموعة الحل     لا یوجد عدد حقیقي مربعھ عدد سالب ،  

   إذاً منحنى الاقتران لا یقطع محور السینات 

  

    22 3 s w f   

 معادلة محور التماثل  )١     3 s 0 3 s  

إحداثیي نقطة الرأس    )٢     2 3 i ]   

مع محور الصادات ، نضع  )٣          211 0 11 2 3 0 w 0 s  

مع محور السینات    
 

         
2 2

1 1

2 3 s 0 2 3 s 0 w    

  ١٠٤ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



 
 

         
   

23 s 3 s 2 3 s2 2

3 s p0l2

 
    أصفار الاقتران ص  

نقط التقاطع مع محور السینات        0 3 0 32 2     

     2 1 s 2 s r [   

 معادلة محور التماثل  )١     1 s 0 1 s  

إحداثیي نقطة الرأس    )٢    0 1 i ]   

مع محور الصادات ، نضع  )٣           218 0 18 3 0 2 0 r 0 s  

مع محور السینات          
 

      
2 2

2 2

0 1 s 0 1 s 2 0 s r    

           21 s 0 1 s 0 1 s   

التقاطع مع محور السینات  ةنقط   0 1     

      24 2 s 3 s g ]   

 معادلة محور التماثل  )١     2 s 0 2 s  

إحداثیي نقطة الرأس    )٢     4 2 i ]   

مع محور الصادات ، نضع  )٣            28 0 8 4 2 0 3 0 g 0 s  

مع محور السینات       
 

       
2 2

3 3

4 2 s 3 0 4 2 s 3 0 s g    

 

 
         

   

22 2 4
2 s 2 s 2 s33 3

2
2 s p0l

3

 


  أصفار الاقتران ص    

نقط التقاطع مع محور السینات          
  

2 2
0 2 0 2

3 3
 

 
   

  

  
١٠٥ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



     2 1
2 s s l i2

   

 معادلة محور التماثل  )١    2 s 0 2 s  

نقطة الرأس   إحداثیي  )٢   0 2 i ]   

مع محور الصادات ، نضع  )٣           2 1
5 0 2 2 0 0 l 0 s2  

مع محور السینات          




      


2 2

2
2

1
0 2 s 0 2 s 0 s l2    

          22 s 0 2 s 0 2 s   

نقطة التقاطع مع محور السینات    0 2      

      2 3
4 2 s s u ,2
   

 معادلة محور التماثل  )١     2 s 0 2 s  

إحداثیي نقطة الرأس    )٢     4 2 i ]   

مع محور الصادات ، نضع  )٣

              2 3
10 0 10 4 2 0 0 u 0 s2  

مع محور السینات       
 

        

2 2

2
23
3

3 3
4 2 s 0 4 2 s 0 s g2 2    

      28
p0l 2 s3    

   تقاطع مع محور السینات لا یوج نقط   :  عدد حقیقي مربعھ سالب،  إذالا یوجد             

  

  

إذا كان الاقتران على الصورة                       2 ] s h s r  محور ) یمس ( ، فإنھ یقطع
 السینات في نقطة واحدة فقط وھي  0 ]  ٠ى الاقتران ، وھي أیضاً نقطة الرأس لمنحن   

  

 معلومة

١٠٦ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



  )  :   ٣٤( مثال 

ارسم منحنى الاقتران                 21 2 s s r  ، ثم من خلال ، مستخدما أي برنامج رسم
  : الرسم جد 

  نقط التقاطع مع المحورین الإحداثیین )  ٣معادلة محور التماثل        ) ٢إحداثیي نقطة الرأس     )  ١

)  ٦جذور المعادلة المرافقة للاقتران    )  ٥          مدى الاقتران   )  ٤ 4 r      

  : الحل 

إحداثیي نقطة الرأس      )  ١  1 2     

معادلة محور التماثل        ) ٢  2 s   

  نقط التقاطع مع المحورین الإحداثیین )  ٣

مع الصادات : :    3 0   

مع السینات  ::       0 1 0 3     

مدى الاقتران    )  ٤   1 w w   

  جذور المعادلة المرافقة للاقتران    )  ٥

           3 s 1 s   

٦  (    3 4 r 4 r       

  

مستخدما الاقتران التربیعي الإمام )  :   ٣٤( ل مثا 2 s s r  ثم الانسحابات الأفقیة والعمودیة ،
في رسم تقریبي لمنحنى الاقتران      22 1 s s g    

  : الحل 

  نكتب الاقتران على الصورة القیاسیة           2
2 1 s s g   

 الإمام  نرسم الاقتران 2 s s r١(  ٠٠٠٠  ( 

  إلى الیسار ) أفقیاً ( نسحب الاقتران وحدة واحدة  1 ، فتكون نقطة رأس الاقتران  [
الجدید ھي    0 1 ٢(  ٠٠٠٠٠٠٠  ( 

 

١٠٧ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



  ٢رقم ( نسحب منحنى الاقتران الجدید ( 

على وحدتین إلى الأ  2 i ٣(  ٠٠٠٠٠  (  

  ھو منحنى الاقتران )  ٣رقم ( یكون الشكل الناتج 

     22 1 s s g  

  

  

  

  )  :    ٣٥( مثال 

مثل منحنى الاقران            23 s2 s s g  ً٠مستخدماً الاقتران الإمام والانسحابات : بیانیا  

  : الحل 

 على الصورة القیاسیة   ل نكتب الاقتران     2i ] s h s g   

           2 23 s2 s s g 3 s2 s s g  

   
  

     
2 f

1 2
23 1 1 s2 s s g   

               2 24 1 s s g 4 1 s s g   

  ١(  ٠٠٠٠٠٠٠نرسم الاقتران الإمام  ( 

  نسحب الاقتران الإمام وحدة واحدة 1  ى إل [

ورأسھ )  ٢(  ینتج الاقتران رقم الیمین 0 1  

   ٢( نعكس الاقتران رقم  (  1 h  حول محور 

ورأسھ )  ٣( السینات ینتج الاقتران رقم  0 1  

  والذي یمثل منحنى )  ٤(  أربع وحدات للأعلى ینتج الاقتران رقم)  ٣( نسحب الاقتران رقم ، 

الاقتران       24 1 s s g      23 s2 s s g   

  

 

 

١٠٨ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



  )  :    ٣٦( مثال 

، علما بأن  في كل حالة من الحالات التالیة  الذي یحقق الشروطق  اكتب قاعدة الاقتران          
 1 h    أو  1 h   

نقطة الرأس  )١ 3 2  ومنحناه مفتوح للأسفل 

نقطة الرأس  )٢   3 2  ومنحناه مفتوح للأعلى 

نقطة الرأس  )٣  0 3  ومنحناه مفتوح للأسفل  

الصورة القیاسیة للاقتران ھي :  الحل      2i ] s h s r   نقطة الرأس i ]  

نقطة الرأس   )١    3 2 i ]    ومنحناه مفتوح للأسفل ،   1 h  

:  قاعدة الاقتران ھي        23 2 s s r   

نقطة الرأس   )٢      3 2 i ]    ومنحناه مفتوح للأسفل ،  1 h  

:  قاعدة الاقتران ھي       23 2 s s r   

نقطة الرأس   )٣     0 3 i ]    ومنحناه مفتوح للأسفل ،   1 h  

:  قاعدة الاقتران ھي       2 3 s s r    

  )  :    ٣٦( مثال 

  ران التربیعي والرسم الذي یمثل ھذا الاقتران صل بین الاقت        

الاقتران 
  

      23 1 s s r       22 2 s s r    22 s s i  

الرسم 
  

  
    

  

  ١٠٩ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



  صفریھ كتابة قاعدة الاقتران بدلالة:  القسم الثالث

  

  إذا كانk l  ھما صفري الاقتران ق فإن قاعدة الاقتران ق تكتب كما یلي ،  : 

                   0 h k s l s h s r   

  

١( k l  الإحداثي السیني لنقط تقاطع منحنى الاقتران مع محور السینات 

معادلة محور التماثل ھي  )٢   k l
s2   

إحداثیي نقطة رأس منحنى الاقتران  )٣    k l k l
r2 2  

نقطة التقاطع مع محور الصادات  ضع  )٤  0 s  أو جد 0 r  

٥( k l جذور المعادلة التربیعیة المرافقة للاقتران      0 k s l s h  

 

  )  :    ٣٧( مثال 

  : لكل من الاقترانات التربیعیة الآتیة                

    
                 

               

        

      

2 s 1 s 3 s r [ 3 s 1 s 2 s g f 2 s 2 s s ; h

1 1
3 s 2 s s ] , 3 s s2 s l i 4 s s s u ]2 2

  

  ٠جد معادلة محور التماثل  )١

 جد إحداثیي نقطة رأس منحنى الاقتران  )٢

 الاقتران مع محور السینات  جد نقط تقاطع منحنى )٣

   مع محور الصادات  جد نقطة التقاطع )٤

   

  ١١٠ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



  : الحل 

  

  الاقتران  

  معادلة

  محور التماثل

  نقطة

  الرأس

  طانق

  التقاطع

 k l
s2     k l k l

r2 2   مع
  السینات

مع 
  الصادات

       2 s 2 s s ; h  

  2 k 2 l  

  2 2
s2

0 s  

  0 r 0   

 4 0  

 0 2   

 0 2  

 4 0  

       3 s 1 s 2 s g f

 3 k 1 l  
 3 1

s2  

2 s  

  2 r 2   

 2 2  

 0 1   

 0 3  

 6 0  

       2 s 1 s 3 s r [  

 2 k 1 l  

 2 1
s2  

3
s2  

  3 3
r2 2   

 3 3
4 2  

 0 1   

 0 2  

 6 0  

     1
4 s s s u ]2  
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 )  :    ٣٨( مثال 

  صل بین الاقتران والرسم الذي یمثل ھذا الاقتران    

  

              

                 

     

        

2 s s s r [ 2 s s3 s g f 2 s s s ; h

1 s 2 s s ] , 1 s 2 s 2 s l i 1 s 2 s s u ]

   

  

  

  

  : الحل 

  الاقتران s ;   s g   s r   s u   s l   s ]  

  ٣  ٥  ٤  ٦  ١  ٢  رقم الشكل
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  )  :   ٣٩( مثال 

اكتب الاقتران           29 s6 s3 s r   

 بدلالة صفري الاقتران )  ٢بالصورة القیاسیة           )   ١

  : الحل 

 الصورة القیاسیة   )١

     23 s2 s 3 s r                         عامل مشترك  ٣إخراج  

       23 1 1 s2 s 3 s r               ع داخل القوسإكمال مرب  

      212 1 s2 s 3 s r                  ترتیب  

       12 1 s 1 s 3 s r                  تحلیل ما داخل القوس  

     212 1 s 3 s r                        كتابة الاقتران على الصورة القیاسیة  

 بدلالة صفري الاقتران  )٢

     23 s2 s 3 s r                         عامل مشترك  ٣إخراج  

      1 s 3 s 3 s r                        تحلیل ما داخل القوس  

  )  :    ٤٠( مثال 

 التربیعي إذا كان منحنى الاقتران    s r محور السینات عندما  یقطع  4 s 2 s  إذا ،
   ٠ ٤ساوي  أن الإحداثي الصادي لنقطة الرأس یعلمت 

  ٠جد معادلة محور التماثل للاقتران ق  )١

  ٠جد إحداثیي نقطة الرأس لمنحنى الاقتران ق  )٢

إذا كان  )٣      h k s l s h s r  2معامل s  ،k l  صفري الاقتران ق ، جد:    
kقیمة كل من   l h  ٠  

  ٠جد مجموعة حل المعادلة التربیعیة المرافقة للاقتران ق  )٤

  ٠مدى الاقتران ق  )٥

  

  ١١٣ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
الش



  : الحل 

بما أن الاقتران یقطع محور السینات عندما  )١  4 s 2 s   معادلة محور التماثل 

    4 2
1 s s2

   

ً إحداثیي نقطة الرأس  بما أن )٢ محور التماثل یمر في نقطة الرأس ، إذا 4 1  

بما أن منحنى الاقتران یقطع محور السینات عندما  )٣  4 s 2 s  إذا صفري الاقتران ،
ھما   4 k 2 l        4 s 2 s h s r  ولإیجاد قیمة ،  من نقطة الرأس ،

      4 1 r 4 1   

                4
h h9 4 4 1 2 1 h 1 r9    

صفري الاقتران ق ھما جذور المعادلة المرافقة  )٤   4 2 p0l  

: مدى الاقتران ق  )٥  4 w w   

  )  :    ٤١( مثال 

إذا كان منحنى الاقتران                      k s l s s r  یقطع محور السینات عندما  

           1 s 3 s  وحدات للأعلى جد  ٤ ثم وحدات للیمین ، ٥، إذا تم سحب الاقتران:  

 إحداثیي نقطة رأس الاقتران الجدید  )١ s g 

  أكتب الاقتران )٢ s g  ٠بالصورة القیاسیة  

  : الحل 

 أن  لاحظ   1 k 3 l             1 s 3 s s r  

  وحدات  ٥انسحاب للیمین              5 1 s 5 3 s s r  

       4 s 2 s s i   نقطة الرأس  1 3   

  وحدات  ٤انسحاب للأعلى  للاقتران لنقطة الرأس       3 3 4 1 3   

  الصورة القیاسیة للاقتران ل ھي      23 3 s s g    

          ١١٤ سليمان دلدوم أبو هبه

افي
 الو
رح
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  حل معادلات كسریة تؤول إلى معادلات تربیعیة :القسم الرابع 

  )  :    ٤٢( مثال 

  ) : إن أمكن ( جد مجموعة حل المعادلات الكسریة الآتیة       
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0 s 3 s2 f 0 s 7 s hs s
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  : الحل 

   12
0 s 7 s hs
   

        2 12
s7 12 s 7 s s hs    رب طرفي المعادلة في ض0 s  

     2 20 12 s7 s s7 12 s   كتابة المعادلة على الصورة العامة  

        
          

2[h4 f 12 [ 7 f 1 h
0 1 48 49 12 1 4 49

  طریقة التحلیل   

    
 
       

    

20 3 s 4 s 0 12 s7 s
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0 s 3 s2 fs

   

      2 1
s3 1 s2 3 s2 ss         رب طرفي المعادلة في ض0 s   

      2 20 1 s3 s2 s3 1 s2   كتابة المعادلة على الصورة العامة  

        
          

2[h4 f 1 [ 3 f 2 h
0 26 17 9 1 2 4 9

   طریقة القانون العام  
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0 s 1 s [s
   

      2 1
s 1 s 1 s ss         رب طرفي المعادلة في ض0 s   

      2 20 1 s s s 1 s        كتابة المعادلة على الصورة العامة   

        
           

2[h4 f 1 [ 1 f 1 h
0 5 4 1 1 1 4 1

   طریقة القانون العام   
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15 p0l2
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1 s2 s 2 1 s 1 s2 s 2s رب طرفي المعادلة في ض 2 0 s 2   

                    2 20 3 s2 s2 2 s3 s2 1 s  فك الأقواس ثم الترتیب  

                     
           

2[h4 f 3 [ 2 f 2 h
0 28 24 4 3 2 4 4

    القانون العام  
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   )  :    ٤٣( مثال 

26إذا كان مجموع عدد ومقلوبھ یساوي             
5

    ، فما ھو العدد ؟  

نفرض العدد : الحل  s  مقلوبھ   1
s

  ،،   26 1
0 s s5 s   

     2 26 1
s26 5 s5 s s55 s   ضرب طرفي المعادلة في0 s5   

     2 20 5 s26 s5 s26 5 s5   كتابة المعادلة على الصورة العامة  
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  تحلیل  ) الممیز مربع كامل ( الحل باستخدام القانون العام أو التحلیل         
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