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المقدمة

انطلاقًا من إيمان المملكة الأردنية الهاشــمية الراسخ بأهمية تنمية قدرات الإنسان الأردني، وتسليحه بالعلم والمعرفة؛ 

ســعى المركز الوطني لتطوير المناهج، بالتعاون مع وزارة التربية والتعليم، إلى تحديث المناهج الدراسية وتطويرها، لتكون 

مُعيناً للطلبة على الارتقاء بمستواهم المعرفي والمهاري، ومجاراة أقرانهم في الدول المتقدمة. ولمّا كان مبحث  الرياضيات 

من أهم المباحث الدراســية التي تُنمّي لدى الطلبة مهارات التفكير وحَلِّ المشكلات، فقد أَوْلى المركز مناهجه عنايةً كبيرةً، 

ها وَفق أفضل الطرائق المُتَّبَعة عالميًّا على أيدي خبرات أردنية؛ لضمان انســجامها مع القِيَم الوطنية الراسخة، وتلبيتها  وأَعَدَّ

لحاجات الطلبة.

روعي في إعداد كتب الرياضيات للمرحلة الثانوية تضمينها أكثر الموضوعات الرياضية أهميةً واستخدامًا في التطبيقات 

العلمية المختلفة؛ بُغْيَةَ إعداد الطلبة للدراســة الجامعية إعدادًا جيِّدًا يتواءم مع مناهج الدول المتقدمة. وكذلك حُرِص على 

جة تتيح للطلبة فرصة تعلُّمها بعمق من دون عناء أو جهد كبيرين.  تقديم هذه الموضوعات بطريقة بنائية مُتدرِّ

دة بإرشــادات تُعين الطلبة على  مة بتمثيلات بيانية، ومُزوَّ روعــي أيضًا تقديم الموضوعات بطريقــة منظمة جاذبة ومُدعَّ

رهم بالخبرات التعليمية التي اكتســبوها ســابقًا، وتســاعدهم على ربط  مواصلة تعلُّمهم بسلاســة من دون تعثُّر؛ فهي تُذكِّ

ز الطلبة على  الموضوعات الجديدة بعضها ببعض ربطًا وثيقًا، إضافةً إلى صلة كثير من أمثلتها ومسائلها بسياقات حياتية تُحفِّ

تعلُّم الرياضيات بشغف، وتجعله ذا معنى.

ب الطلبة على حَلِّ المســائل نهجٌ ناجعٌ في ترســيخ المفاهيم الرياضية لديهم وتعزيز طلاقتهم الإجرائية؛   ولأنَّ كثرة تدرُّ

ن كتابا الطالب والتمارين عددًا كافيًا من التدريبات؛ بهدف توثيق  علاقة الطلبة بالكتاب المدرســي، بوصفه مرجعًا  فقد تضمَّ

ق العدالة في التعلُّم. ة مراجع أو مصادر إضافية، ويُحقِّ موثوقًا ورصيناً يغنيهم عن البحث عن أيَّ

ل أنْ ينال إعجاب طلبتنا وأعضاء الهيئات التدريسية والتعليمية، ويجعل تعليم الرياضيات  م هذا الكتاب، نُؤمِّ ونحن إذ نُقدِّ

وتعلُّمها أكثر متعةً وسهولةً،  ونَعِدُ بأنْ نستمرَّ في تطويره في ضوء ما يصلنا من ملاحظات سديدة.

المركز الوطني لتطوير المناهج
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الوحدة

4
التكامل

Integration

ما أهمية هذه 
الوحدة؟

التكامل عملية عكســية للتفاضل؛ لذا يُســتعمَل في 
ن  كثيــر من التطبيقــات العلميــة والحياتية التــي تتضمَّ
مقاديرَ مُتغيِّــرةً مع الزمن. وكذلك يُســتعمَل لحســاب 

المســاحات المحصورة بين المنحنيــات، فضلًًا عن 
بعض الحســابات الماليــة مثل التكلفــة الكلية 

للإنتاج، وبعــض الحســابات المُتعلِّقة 
بالمجتمعات الحيوية.

6
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مْتُ سابقًا: تعلَّ

ة، والاقترانات  ✔  إيجاد مشتقة اقترانات القوَّ

ية الطبيعية، والاقترانات اللوغاريتمية  الأسُِّ
الطبيعية، والاقترانات المثلثية.

✔  تمثيــل اقترانــات كثيــرات الحــدود 

والاقترانات النسبية بيانيًّا.

✔  حَلَّ معادلات مُختلِفة.

م في هذه الوحدة:  سأتعلَّ

◂  إيجــاد التكامــل المحــدود والتكامــل غير 

المحــدود لكثيــرات الحــدود والاقترانات 
ــية، والمثلثية، واللوغاريتميــة الطبيعية  الأسُِّ

بة. والمُتشعِّ

◂  إيجاد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى 

.x اقتران والمحور

◂  إيجاد تكاملًات عن طريق التعويض.  

أســتعمل تدريبات )أســتعد لدراســة الوحدة( في الصفحــات )8-6( من كتاب 
التمارين؛ لمراجعة هذه الموضوعات قبل البَدْء بدراسة الوحدة.
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الدرس

1
ف التكامل بوصفه عملية عكسية للًاشتقاق. · تعرُّ فكرة الدرس     

ة، والاقتران الثابت. · إيجاد التكامل غير المحدود لاقتران القوَّ    

المصطلحات  الاقتران الأصلي، التكامل غير المحدود، المُكامَل، ثابت التكامل،    
مُتغيِّر التكامل.

مسألة اليوم  يُبيِّن الشــكل المجاور منحنى الاقتــران f(x)، هل يُمكِنني تحديد    
قاعدة الاقتران إذا علمْتُ أنَّ مشتقته هي: f '(x) = 3x2 - 4x؟

الاقتران الأصلي 

تعلَّمْتُ سابقًا أنَّه إذا كان الاقتران معلومًا فإنَّه يُمكِن إيجاد مشتقته باستعمال قواعد الاشتقاق. 
ولكــنْ، إذا كانت مشــتقة الاقتران معلومة، فكيــف يُمكِن معرفة الاقتران؟ فــي هذه الحالة، 
 ،f(x) يتعيَّن اســتعمال طريقة عكســية تلغي المشــتقة. وبكلمات أُخرى، إذا عُلِــم الاقتران
فيجب إيجاد اقتــران ما، وليكن: F(x)، بحيث F '(x) = f(x)، ويُســمّى F(x) اقترانًا أصليًّا 

.f(x) للًاقتران (primitive function)

فمثــلًًا، إذا كان: f(x) = 3x2، فإنَّ الاقتران: F(x) = x3 هو اقتران أصلي للًاقتران f(x)، لكنَّها 
ليست الصورة الوحيدة له؛ فقد يكون في صورة: F(x) = x3 + 1، أو صورة: F(x) = x3 - 3؛ 

لأنَّ مشتقة كلٍّ منهما تساوي 3x2 )مشتقة الحدِّ الثابت تساوي صفرًا(. 

f(x)= 3x2  يُكتَــب فــي صــورة:  بوجــه عــام، فــإنَّ أيَّ اقتــران أصلــي للًاقتــران: 
G(x) = F(x) + C = x3 + C، حيث C ثابت.

ر أتذكَّ

يُرمَز إلى مشتقة الاقتران 
F(x)، بالنســبة إلــى 

.F '(x)بالرمز ،x المُتغيِّر

م أتعلَّ

يوجد عــدد لانهائي من 
الاقترانــات الأصليــة 

للًاقتران الواحد.

إذا كان F(x) اقترانًــا أصليًّا للًاقتران المتصــل f(x)، فإنَّ أيَّ اقتران أصلي آخر للًاقتران 
f(x) يُكتَب في صورة: G(x) = F(x) + C، حيث C ثابت: 

f(x) = d
dx

 [F(x) + C ]

الاقتران الأصلي مفهوم أساسي

التكامل غير المحدود
Indefinite Integral

f(x)

x

y

0
-1

-1 1

1

2

3

2 3

-2

-3
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الوحدة 4

أجد اقترانًا أصليًّا لكلٍّ من الاقترانين الآتيين:

1  f(x) = 6x5

ة أقل بواحد  ر أنَّ أُسَّ x في مشــتقة اقتران القوَّ عندما أبحث عن اقتران مشــتقته 6x5، أتذكَّ
 من أُسِّ x في الاقتران الأصلي. وبذلك، فــإنَّ أُسَّ المُتغيِّر x في الاقتران الأصلي هو 6.

.f(x) هو اقتران أصلي للًاقتران F(x) = x6  : وبما أنَّ مشتقة x6 تساوي 6x5، فإنَّ

، فإنَّ أيَّ اقتران أصلي للًاقتران f(x) يُكتَب في الصورة الآتية: ومن ثَمَّ

G(x) = x6 + C 

2  f(x) = -3x-4

ة أقل بواحد  ر أنَّ أُسَّ x في مشتقة اقتران القوَّ عندما أبحث عن اقتران مشتقته3x-4-، أتذكَّ
من أُسِّ x في الاقتران الأصلي. وبذلك، فإنَّ أُسَّ المُتغيِّر x في الاقتران الأصلي هو 3-. 

.f(x) هو اقتران أصلي للًاقتران F(x) = x-3 : وبما أنَّ مشتقة x-3 تساوي 3x-4-، فإنَّ

، فإنَّ أيَّ اقتران أصلي للًاقتران f(x) يُكتَب في الصورة الآتية: ومن ثَمَّ

G(x) = x-3 + C 

ق من فهمي  أتحقَّ

أجد اقترانًا أصليًّا لكلٍّ من الاقترانين الآتيين:

a)  f(x) = 5x4      b)  f(x) = -9x-10

مثال 1

ر  أتذكَّ

إذا كان: y = xn، حيث 

 : n عدد حقيقي، فإنَّ

.dy

dx
 = nxn-1

التكامل غير المحدود 

تعلَّمْتُ في المثال الســابق أنَّه يُمكِــن كتابة العلًاقة بين الاقتــران f(x) والاقتران الأصلي له 
G(x) = F(x) + C في صورة المعادلة الآتية:

f(x) = d
dx

 [F(x) + C ]

يُمكِن التعبير عن هذه المعادلة من دون استعمال رمز المشتقة كالآتي:
⌠
⎮
⌡

 f(x) dx = F(x) + C 



10

م  أتعلَّ

التكامــل والاشــتقاق 
عمليتــان عكســيتان. 
ي التكامل غير  وقد سُــمِّ
المحــدود بهذا الاســم؛ 
 C ــن الثابت لأنَّــه يتضمَّ
الذي يُمكـِـن تمثيله بأيِّ 

قيمة.

م  أتعلَّ

ق من صحة  يُمكِــن التحقُّ
التكامــل بإيجاد مشــتقة 
الاقتــران الناتــج مــن 
التكامــل، ومقارنتهــا 

بالاقتران المُكامَل.

 ،f(x) للًاقتران )indefinite integral( تُســمّى المعادلة الســابقة التكامل غير المحــدود

⎮⌠ رمز التكامل، ويُســمّى الاقتران f(x) المُكامَل )integrand(، ويُسمّى C ثابت 
⌡

ويُســمّى 

التكامل )constant of integration(. أمّا dx فرمز يشــير إلى أنَّ التكامل يتمُّ بالنسبة إلى 

 .)variable of integration( الذي يُسمّى مُتغيِّر التكامل x المُتغيِّر

:f(x) = 3x2 :يُبيِّن المُخطَّط الآتي عناصر التكامل غير المحدود للًاقتران

: F '(x) = f(x). وبهذه العلًاقة بين المشتقة  ⌠، فهذا يعني أنَّ
⎮
⌡

 f(x) dx = F(x) + C : بما أنَّ

ل إلى قواعد أساسية للتكامل غير المحدود.   والاقتران الأصلي، يُمكِن التوصُّ

: إذا كان k عددًا حقيقيًّا، فإنَّ

1) ⌠⎮
⌡

 k dx = kx + C تكامل الثابت

2) ⌠⎮
⌡

 xn  dx = 1
n + 1

 xn + 1 + C, n ≠ -1 تكامل اقتران القوَّة

قواعد أساسية للتكامل غير المحدود مفهوم أساسي

أجد كُلاًّ من التكاملات الآتية:
1  ⌠

⎮
⌡

 9 dx

⌠ تكامل الثابت
⎮
⌡

 9 dx = 9x + C

مثال 2

⌠
⎮
⌡ 3x2 dx = x3 + C

ثابت التكامل

رمز التكاملمُتغيِّر التكامل

المُكامَل
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الوحدة 4

م  أتعلَّ

لإيجــاد تكامــل اقتران 
بـِـع الخطوتين  أَتَّ ة،  القــوَّ

الآتيتين:
. ⦁  أُضيف 1 إلى الأسُِّ

⦁  أضرب فــي مقلوب 

الأسُِّ الجديد.

م  أتعلَّ

ـة  ـل البـَـدْء بعمليـ قبـ
لًا كتابة  التكامل، أُعيد أوَّ
المُكامَــل فــي صــورة 
 xm/n، مُستذكِرًا العلًاقة:

.√xm = x m⁄nn

2  ⌠
⎮
⌡

 x10 dx

ة ⌠ تكامل اقتران القوَّ
⎮
⌡

 x10 dx = 1
10 + 1

 x10 + 1 + C

1  = بالتبسيط
11

 x11 + C

3  ⌠
⎮
⌡

 √x  dx

ية ⌠ بكتابة المُكامَل في صورة أُسِّ
⎮
⌡

 √x  dx = ⌠⎮
⌡

 x
1
2   dx

ة 1 = تكامل اقتران القوَّ
1
2 + 1

 x
1
2

 + 1
+ C

2 = بالتبسيط
3

 x
3
2  + C

2 = الصورة الجذرية
3

 √x3 + C

4  ⌠
⎮
⌡

 1

x3
  dx

⌠ تعريف الأسُِّ السالب
⎮
⌡

 1

x3
  dx = ⌠⎮

⌡
x -3 dx

ة 1 = تكامل اقتران القوَّ

-3+1
  x -3+1 + C

1 - = تعريف الأسُِّ السالب

2x2
 + C

ق من فهمي  أتحقَّ

أجد كُلاًّ من التكاملات الآتية:

a)  ⌠
⎮
⌡

 6  dx     b)  ⌠
⎮
⌡

 x8  dx

c)  ⌠
⎮
⌡

 ∛x  dx     d)  ⌠
⎮
⌡

 1

x5
  dx

خصائص التكامل غير المحدود

ة. والآن  تعلَّمْتُ في المثال السابق كيف أجد تكاملًًا غير محدود للًاقتران الثابت، واقتران القوَّ
. ل إيجاد تكامل الاقترانات التي تحوي أكثر من حدٍّ ف خصائص تُسهِّ سأتعرَّ

ر  أتذكَّ

a-n = 
1

an
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م أتعلَّ

أُلاحِــظ أنَّه كُتـِـب ثابت 
تكامــل واحــد فقط هو 
C الــذي يُمثِّــل مجموع 
الثابتيــن الناتجيــن من 

التكاملين.

أجد كُلاًّ من التكاملين الآتيين:

1  ⌠
⎮
⌡

 (6x2 + 2x)  dx

ة  تكامل المجموع، واقتران القوَّ
⎮⌠ المضروب في ثابت

⌡
 (6x2 + 2x)  dx = 6 ⌠⎮

⌡
 x2  dx + 2 ⌠⎮

⌡
 x  dx

ة 13 )6 = تكامل اقتران القوَّ  x3 ) + 2( 1
2

 x2 ) + C

2x3 + x2 + C = بالتبسيط

2  ⌠
⎮
⌡

 ( 1

√x
  - 3

x5  )  dx

تكامل الفرق، وتكامل اقتران 
ة المضروب في ثابت ⎮⌠ القوَّ

⌡
 ( 1

√x
 - 3

x5  )  dx = ⌠⎮
⌡

 1

√x
  dx -3 ⌠⎮

⌡
 1

x5   dx

ية ⎮⌠ = تعريف الأسُِّ السالب، والصورة الأسُِّ
⌡

 x-1/2  dx - 3 ⌠⎮
⌡

 x-5  dx

ة 2x 1/2 - 3(- 1 = تكامل اقتران القوَّ
4

 x-4 ) + C

x + 3√ 2 = بالتبسيط، والصورة الجذرية

4x4  + C

ق من فهمي  أتحقَّ

أجد كُلاًّ من التكاملين الآتيين:

a)  ⌠
⎮
⌡

 (x3 - 2x5/3) dx    b)  ⌠
⎮
⌡

 (3x2 - 6

√x
5  ) dx

مثال 3

: إذا كان k ثابتًا، فإنَّ

1) ⌠⎮
⌡

 kf(x) dx = k ⌠⎮
⌡

 f(x) dx تكامل الاقتران المضروب في ثابت

2) ⌠⎮
⌡

 ( f(x) ± g(x)) dx = ⌠⎮
⌡

  f(x) dx ±⌠
⎮
⌡

 g(x) dx تكامل المجموع أو الفرق 

خصائص التكامل غير المحدود مفهوم أساسي
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الوحدة 4

م أتعلَّ

لا توجد قاعــدة لتكامل 
ــط  القســمة؛ لــذا أُبسِّ
المُكامَــل إلــى حــدود 
جبريــة منفصلة، كلٌّ منها 
ة،  في صــورة اقتــران قوَّ
قبل البَدْء بعملية التكامل. 
وفي هذه الحالة، أَقسِــم 
كل حدٍّ في البســط على 
لًا، ثــم أُجري  المقــام أوَّ

عملية التكامل.

م أتعلَّ

لا توجد قاعــدة لتكامل 
ــط  الضــرب؛ لــذا أُبسِّ
المُكامَــل إلــى حــدود 
جبريــة منفصلة، كلٌّ منها 
ة،  في صــورة اقتــران قوَّ
قبل البَدْء بعملية التكامل. 
وفي هذه الحالة، أَضرِب 
لًا،  المقدارين الجبريين أوَّ
ثم أُجري عملية التكامل.

أجد كُلاًّ من التكاملات الآتية:

1  ⌠
⎮
⌡ (x + 2)(x - 2)  dx

⌠ بضرب المقدارين الجبريين 
⎮
⌡

 (x + 2)(x - 2)  dx = ⌠⎮
⌡

(x2 - 4)  dx

ة، وتكامل الثابت 1 = تكامل اقتران القوَّ
3

 x3 - 4x + C

2  
⌠
⎮
⎮
⌡

 
8x3 + 5x

x
  dx

 بقسمة كل حدٍّ في البسط على المقام
⌠
⎮
⎮
⌡

 8x3 + 5x
x

 dx = 
⌠
⎮
⎮
⌡

 ( 8x3

x
 + 5x

x
 )  dx

⎮⌠ = بالتبسيط
⌡

 (8x2 + 5)  dx

ة المضروب في ثابت، وتكامل الثابت 8 = تكامل اقتران القوَّ
3

 x3 + 5x + C

3  
⌠
⎮
⎮
⌡

 x (x2 + 2
x

 )  dx

⌠ بتوزيع الضرب على الجمع
⎮
⌡

 x (x2 + 2
x

 )  dx = ⌠⎮
⌡

 (x3 + 2)  dx

ة، وقاعدة تكامل الثابت 1 = تكامل اقتران القوَّ
4

 x4 + 2x + C

ق من فهمي  أتحقَّ

أجد كُلاًّ من التكاملات الآتية:

a)  ⌠
⎮
⌡

 x4 - 8x3

x2   dx    b)  ⌠
⎮
⌡

 (3x + 2)(x - 1)  dx

c)  ⌠
⎮
⌡

 x (x3 - 7)  dx

مثال 4

ة، قبل  تتطلَّب بعض التكاملًات تبسيط المُكامَل إلى حدود جبرية، كلٌّ منها في صورة اقتران قوَّ
البَدْء بعملية التكامل.
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ب وأحُلُّ المسائل أتدرَّ

أجد اقترانًا أصليًّا لكلٍّ من الاقترانات الآتية:

1  f(x) = x7  2  f(x) = -2x6  3  f(x) = -10  4  f(x) = 8x

أجد كُلاًّ من التكاملات الآتية:

5  
⌠
⎮
⌡

 6x  dx    6  
⌠
⎮
⌡

 (7x -5)  dx   7  
⌠
⎮
⌡

 (3 -4x)  dx 

8  
⌠
⎮
⌡

 10

√x
  dx    9  

⌠
⎮
⌡

 2x 3/2 dx   10  
⌠
⎮
⌡

 (2x4 -5x +10)  dx 

11  
⌠
⎮
⌡

 (2x3 - 2x)  dx   12  
⌠
⎮
⌡

 ( 
3

∛x
 -  √x3 )  dx  13  

⌠
⎮
⌡

 ( 1

x2  - 1

x3  )  dx

أجد كُلاًّ من التكاملات الآتية:

14  
⌠
⎮
⌡

 4x3 - 2

x3   dx   15  
⌠
⎮
⌡

 2x + 8

√x
  dx   16  

⌠
⎮
⌡

 (x -1)2  dx 

17  
⌠
⎮
⌡

 x3 + 8
x + 2

  dx   18  
⌠
⎮
⌡

 √x (x -1)  dx   19  
⌠
⎮
⌡

 (2x -3)(3x -1)  dx

مهارات التفكير العليا

⌠، وكان حَلُّها على النحو الآتي:
⎮
⌡

(2x +1)(x -1)  dx :20 أكتشف الخطأ: أوجدت رنيم ناتج التكامل 

 
⌠
⎮
⌡

 (2x + 1)(x-1) dx = 
⌠
⎮
⌡

 (2x + 1) dx × 
⌠
⎮
⌡

 (x - 1) dx

 = (x2 + x) ( 1
2

 x2 - x) + C ✗
حه. أكتشف الخطأ في حَلِّ رنيم، ثم أُصحِّ

: أجد كل تكامل ممّا يأتي:  تحدٍّ

21  
⌠
⎮
⌡

 ( x2 + 1

x2
 )

2

  dx    22  
⌠
⎮
⌡

 (x - 1)(x - 3)(x + 5) dx

رًا إجابتي. ⌠، فأجد قيمة كلٍّ من الثابت P، والثابت Q، مُبرِّ
⎮
⌡

 ( P

2x2
 + Q) dx = 2

x
 + 10x + C :23 تبرير: إذا كان 
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الدرس

2
لي، واستعماله لإيجاد قيمة ثابت التكامل. ف الشرط الأوَّ فكرة الدرس   تعرُّ   

لي. الشرط الأوَّ المصطلحات    

ل تغيُّر المبيعات الشهرية لهاتف جديد،  مسألة اليوم  يُمثِّل الاقتران: S'(t) = 500 ∜t مُعدَّ   

t عدد الأشهر منذ طرح الهاتف في الأسواق، وS(t) عدد الهواتف  حيث 

.S(0)= 0 َّعلمًا بأن ،S(t) ا. أجد المَبيعة شهريًّ

الشرط الأوَّلي، وإيجاد قاعدة الاقتران

قها، وهذا يعني ضرورة  يتطلَّب حَلُّ بعض المســائل إيجاد الاقتران الأصلي الوحيد الذي يُحقِّ
ق الاقتران الأصلي،  تحديد قيمة ثابت التكامل C. يُمكِن تحديد هذه القيمة بتعويض نقطةٍ تُحقِّ

.)initial condition( لي وتعطى عادةً في المسألة، وتُسمّى الشرط الأوَّ

لي الشرط الأوَّ

Initial Condition

أجد قاعدة الاقتران f(x)  إذا كان: f '(x) = 3x2 + 4x-3، ومَرَّ منحناه بالنقطة (4 ,2).

 .f '(x) الخطوة 1: أجد تكامل الاقتران

f(x) = 
⌠
⎮
⌡

 f '(x)  dx f(x) = 
⌠
⎮
⌡

 (3x2 + 4x -3)  dx

ة المضروب في ثابت، وتكامل الثابت f(x) = x3 + 2x2 - 3x + C تكامل اقتران القوَّ

 .C الخطوة 2: أجد قيمة ثابت التكامل

لي المعطى في المسألة، وهو النقطة (4 ,2)  لإيجاد قيمة ثابت التكامل C، أستعمل الشرط الأوَّ
ض x = 2 في قاعدة f(x)، ثم  ــق قاعدة الاقتران؛ أيْ أُعوِّ التي يمرُّ بها منحنى الاقتران، وتُحقِّ

:C أحُلُّ المعادلة الناتجة لإيجاد قيمة
f(x) = x3 + 2x2 - 3x + C قاعدة الاقتران

x = 2, f(2) = 4 (2)3 - 2(2)2 + 3(2) = 4 بتعويض + C

C بحَلِّ المعادلة لـ C = -6

.f(x) = x3 + 2x2 - 3x - 6 :إذن، قاعدة الاقتران هي

مثال 1

ر أتذكَّ

للًاقتــران f(x) عــدد 
لانهائي مــن الاقترانات 
الأصلية التي يُمكِن التعبير 
عنهــا بالصــورة الآتية: 
 ،G(x) = F(x) + C

.f(x) = F '(x) :حيث
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ر أتذكَّ

ية  ـل التكلفــة الحدِّ تُمثّـِ
مشــتقة اقتــران التكلفة، 
وترتبــط بالتكاليف التي 
تتغيَّــر بتغيُّر مســتويات 
الإنتاج، خلًافًــا للتكلفة 
الثابتــة التي لا تتغيَّر بتغيُّر 

مستويات الإنتاج. 

م أتعلَّ

C يُمثِّــل اقتران  بمــا أنَّ 
 K التكلفة، فإنَّني أستعمل
للتعبير عن ثابت التكامل.

 الدعم البياني

يُبيِّن التمثيــل البيانــي المجاور أنَّ 
ق  الاقتران الأصلي الوحيد الذي يُحقِّ
لــي في المســألة هو:  الشــرط الأوَّ

.f(x) = x3 + 2x2 - 3x - 6

ق من فهمي أتحقَّ

أجد قاعدة الاقتران f(x)  إذا كان: f '(x) = 6x2 + 5، ومَرَّ منحناه بالنقطة (9 ,1).

g(x)=x3+2x3-3x-10

f(x)=x3+2x3-3x-6

h(x)=x3+2x3-3x-2

x

y

0
-5

-1 1 2 3-2-3

A = (2, 4)5

10

15

-10

-15

-20

لي كثيرًا لتحديد اقترانات تُنمذِج مواقف علمية وحياتية. يُستعمَل الشرط الأوَّ

  مثال 2 : من الحياة

  C '(x) = 3x2 - 60x + 400 يــة: يُمثِّل الاقتــران:  التكلفة الحدِّ
نة تُنتجِها إحدى الشركات،  ية )بالدينار( لكل طابعة مُلوَّ التكلفة الحدِّ
حيــث x عدد الطابعــات المُنتَجــة، و C(x) تكلفة إنتــاج x طابعة 
بالدينــار. أجد اقتــران التكلفة C(x)، علمًا بأنَّ تكلفــة إنتاج طابعة 

.JD 583 واحدة هي

.C '(x) :الخطوة 1: أجد تكامل الاقتران

C(x) = 
⌠
⎮
⌡

 C ' (x) dx C(x) = 
⌠
⎮
⌡

 (3x2 - 60x + 400) dx

ة المضروب في ثابت، وتكامل الثابت x3 - 30x2 + 400x + K = تكامل اقتران القوَّ

.K الخطوة 2: أجد قيمة ثابت التكامل

C(x) = x3 - 30x2 + 400x + Kقاعدة الاقتران

x = 1, C(1) = 583 (1)400 + 2(1)30 - 3(1) = 583بتعويض + K

K بحَلِّ المعادلة لـK = 212

.C(x) = x3 - 30x2 + 400x + 212 :إذن، اقتران التكلفة هو
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الوحدة 4

ر أتذكَّ

اقتــران الموقع هو اقتران 
أصلي لاقتران الســرعة 
المتجهة، واقتران السرعة 
المتجهة هو اقتران أصلي 

: لاقتران التسارع؛ أيْ إنَّ
s '(t) = v(t)

v '(t) = a(t)

ق من فهمي أتحقَّ

ية )بالدينار( لكل قطعة  ية: يُمثِّــل الاقتران: C '(x) = 0.3x2 + 2x التكلفة الحدِّ التكلفة الحدِّ
تُنتَج في إحدى الشــركات، حيث x عدد القطع المُنتَجة، و C(x) تكلفة إنتاج x قطعة بالدينار. 

.JD 2200 علمًا بأنَّ تكلفة إنتاج 10 قطع هي ،C(x) أجد اقتران التكلفة

الشرط الأوَّلي: الحركة في مسار مستقيم

ك في مسار مستقيم إذا عُلِم  لي، إيجاد موقع جسم يتحرَّ ة على الشرط الأوَّ من التطبيقات المُهِمَّ
اقتران السرعة المتجهة.

 t حيث ،v(t) = t + 2 :ك جُسَيْم في مسار مستقيم، وتعطى ســرعته المتجهة بالاقتران يتحرَّ
الزمن بالثواني، وv ســرعته المتجهة بالمتر لكل ثانية. إذا كان الموقع الابتدائي للجُسَــيْم هو 

m 11، فأجد موقع الجُسَيْم بعد 8 ثوانٍ من بَدْء الحركة.

بمــا أنَّ اقتران الموقع هو اقتران أصلي لاقتران الســرعة المتجهة، فإنَّــه يُمكِنني إيجاد موقع 
الجُسَيْم بعد t ثانية عن طريق التكامل.

الخطوة 1: أجد اقتران الموقع. 

 = s(t) بإيجاد تكامل اقتران السرعة المتجهة
⌠
⎮
⌡

 v(t)  dt

v(t) = t + 2 بتعويض = 
⌠
⎮
⌡

(t + 2)  dt

ة 1 = تكامل الثابت، وتكامل اقتران القوَّ
2

 t 2 + 2t + C

 .C الخطوة 2: أجد قيمة ثابت التكامل

ليًّا لإيجاد  بما أنَّ الموقع الابتدائي للجُسَــيْم هو m 11، فإنَّ s(0) = 11، وهذا يُعَدُّ شــرطًا أوَّ
:C قيمة ثابت التكامل

s(t) = 1 اقتران الموقع
2

 t 2 + 2t + C

مثال 3
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ك في مسار مستقيم إذا عُلِم اقتران التسارع له. ولكنْ، يجب في  يُمكِن إيجاد موقع جســم يتحرَّ
ليين لحَلِّ المســألة، هما: إيجاد ثابت التكامل الناتج من تكامل  هذه الحالة توافر شــرطين أوَّ

اقتران التسارع، وإيجاد ثابت التكامل الناتج من تكامل اقتران السرعة المتجهة. 

ك جُسَــيْم في مســار مســتقيم، ويعطى تســارعه بالاقتران: a(t) = 6t، حيث t الزمن  يتحرَّ
 ،4 m تســارعه بالمتر لكل ثانية تربيــع. إذا كان الموقع الابتدائي للجُسَــيْم هو aبالثواني، و
وكانت ســرعته المتجهة هي m/s 1 بعد ثانية واحدة من بَدْء حركته، فأجد موقع الجُسَيْم بعد 

ثانيتين من بَدْء الحركة.

مثال 4

t = 0, s(0) = 11 1 = 11 بتعويض
2

 (0)2 + 2(0) + C

C = 11 بحَلِّ المعادلة

.s(t) = 1
2

 t 2 + 2t + 11 :ثانية من بَدْء الحركة هو t إذن، اقتران الموقع بعد

الخطوة 3: أجد موقع الجُسَيْم بعد 8 ثوانٍ من بَدْء الحركة.

s(t) = 1 اقتران الموقع
2

 t 2 + 2t + 11

t = 8 بتعويض s(8) = 1
2

 (8)2 + 2(8) + 11

59 = بالتبسيط

59 m :إذن، موقع الجُسَيْم بعد 8 ثوانٍ من بَدْء الحركة هو

ق من فهمي أتحقَّ

 ،v(t) = 36t - 3t2 :ك جُسَــيْم في مسار مســتقيم، وتعطى ســرعته المتجهة بالاقتران يتحرَّ
حيث t الزمن بالثواني، وv ســرعته المتجهة بالمتر لكل ثانية. إذا بدأ الجُسَيْم حركته من نقطة 

الأصل، فأجد موقعه بعد 3 ثوانٍ من بَدْء الحركة.
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الوحدة 4

الخطوة 1: أجد اقتران السرعة المتجهة.

بما أنَّ اقتران السرعة المتجهة هو اقتران أصلي لاقتران التسارع، فإنَّه يُمكِنني إيجاد سرعة  ·
الجُسَيْم بعد t ثانية عن طريق التكامل:

 = v(t) بإيجاد تكامل اقتران التسارع
⌠
⎮
⌡

 a(t)  dt

a(t) = 6t بتعويض = 
⌠
⎮
⌡

 6t  dt

ة المضروب في ثابت 3t 2 + C = تكامل اقتران القوَّ
1

· .C
1
أجد قيمة ثابت التكامل 

 ،v(1) = 1 : بما أنَّ سرعة الجُسَــيْم المتجهة بعد ثانية واحدة من بَدْء حركته هي m/s 1، فإنَّ
:C

1
ليًّا لإيجاد قيمة ثابت التكامل  وهذا يُعَدُّ شرطًا أوَّ

v(t) = 3t2 + C اقتران السرعة المتجهة
1

t = 1, v(1) = 1 2(1) 3 = 1 بتعويض + C
1

C بحَلِّ المعادلة
1
 = -2

.v(t) = 3t 2 - 2 :إذن، اقتران السرعة المتجهة هو

الخطوة 2: أجد اقتران الموقع.

 = s(t) بإيجاد تكامل اقتران السرعة المتجهة
⌠
⎮
⌡

 v(t)  dt

v(t) = 3t 2 - 2 بتعويض = 
⌠
⎮
⌡

 (3t 2 - 2)  dt

ة المضروب في ثابت t 3 - 2t + C = تكامل الثابت، وتكامل اقتران القوَّ
2

· .C
2
أجد قيمة ثابت التكامل 

ليًّا لإيجاد قيمة  : s(0) = 4، وهذا يُعَدُّ شرطًا أوَّ بما أنَّ الموقع الابتدائي للجُسَيْم هو m 4، فإنَّ
:C

2
ثابت التكامل 

s(t) = t3 - 2t + C اقتران الموقع
2

t = 0, s(0) = 4 (0)2 - 3(0) = 4 بتعويض + C
2

C بحَلِّ المعادلة
2
 = 4

.s(t) = t 3 - 2t + 4 :ثانية من بَدْء الحركة هو t إذن، اقتران الموقع بعد

ر  أتذكَّ

يُرمَز إلى ثابــت التكامل 
الناتج مــن تكامل اقتران 
C؛ نظرًا 

1
التســارع بالرمز 

إلى وجــود ثابت تكامل 
آخر ســينتج مــن تكامل 

اقتران السرعة المتجهة.



20

الخطوة 3: أجد موقع الجُسَيْم بعد ثانيتين من بَدْء الحركة.

s(t) = t 3 - 2t + 4 اقتران الموقع

t = 2 بتعويض s(2) = (2)3 - 2(2) + 4

8 = بالتبسيط

8 m :إذن، موقع الجُسَيْم بعد ثانيتين من بَدْء الحركة هو

ق من فهمي أتحقَّ

ك جُسَيْم في مسار مستقيم، ويعطى تســارعه بالاقتران: a(t) = 4t - 4، حيث t الزمن  يتحرَّ
بالثواني، وa تســارعه بالمتر لكل ثانية تربيع. إذا بدأ الجُسَــيْم حركته من نقطة الأصل بسرعة 

متجهة مقدارها m/s 5، فأجد موقعه بعد 3 ثوانٍ من بَدْء الحركة.

ب وأحُلُّ المسائل أتدرَّ

في كلٍّ ممّا يأتي المشــتقة الأولى للاقتران f(x)، ونقطة يمرُّ بها منحنى y = f(x). أســتعمل المعلومات المعطاة لإيجاد 
:f(x) قاعدة الاقتران

1  f '(x) = x-3; (2, 9) 2  f '(x) = x2 -4; (0, 7) 3  f '(x) = 6x2 -4x+2; (1, 9)

4  f '(x) = √x + 1
4

 x2 ; (4, 11) 5  f '(x) = (x + 2)2 ; (1, 7) 6  f '(x) = 3

√x
 -x ; (4, 0) 

 ، فأجد قاعدة العلًاقة y، علمًا بأنَّ منحناها يمرُّ بالنقطة 
dy

dx
 = 0.4x + 3 :هو y 7  إذا كان ميل المماس لمنحنى العلًاقة 

.(0, 5)

 = f '(x)، فأجد قاعدة الاقتران f(x)، علمًا بأنَّ منحناه 
x2 + 10

x 2
 8  إذا كان ميــل المماس لمنحنى الاقتران f(x) هــو: 

يمرُّ بالنقطة (2 ,5).

 .f '(x) = 3x2 -3 :حيث ،f(x) 9  يُبيِّن الشــكل المجاور منحنى الاقتران 

.f(x) أجد قاعدة الاقتران
f(x)

x

y

0-1-2-3

1

2

-1
1 2 3

-2

3

4

5
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الوحدة 4

بالــون: عند نفخ بالون كروي الشــكل يصبح نصــف قُطْره y ســنتيمترًا بعد t ثانية. 

 ، وكان نصــف قُطْــر البالون بعــد 8 ثوانٍ من بَدْء نفخه 
dy

dt
 = 4t - 2

3
 , t > 0 :إذا كان

cm 30، فأجد كُلاًّ ممّا يأتي: 

 10  قاعدة العلًاقة y بدلالة t.    11  نصف قُطْر البالون بعد 27 ثانية من بَدْء نفخه.

 12  أشجار: في دراسة تناولت نوعًا مُعيَّناً من الأشجار، تبيَّن أنَّ ارتفاع هذه الأشجار يتغيَّر 

 h'(t) = 0.2t، حيث h(t) ارتفاع الشجرة 
2
3  +  √t  :لٍ يُمكِن نمذجته بالاقتران بمُعدَّ

بالأقدام، وt عدد الســنوات منذ لحظــة زراعة الشــجرة. إذا كان ارتفاع إحدى هذه 
.h(t) 2، فأجد ft الأشجار عند زراعتها هو

 vالزمن بالثواني، و t حيث ،v(t) = 2t + 3 :ك جُسَــيْم في مسار مستقيم، وتعطى ســرعته المتجهة بالاقتران  13  يتحرَّ

سرعته المتجهة بالمتر لكل ثانية. إذا بدأ الجُسَيْم حركته من نقطة الأصل، فأجد موقعه بعد 3 ثوانٍ من بَدْء الحركة.

ك جُسَــيْم في مسار مستقيم، ويعطى تسارعه بالاقتران: a(t) = t 2، حيث t الزمن بالثواني، وa تسارعه بالمتر   14  يتحرَّ

لكل ثانية تربيع. إذا كان الموقع الابتدائي للجُسَــيْم هو m 3، وكانت سرعته المتجهة هي m/s 1 بعد ثانية واحدة 
من بَدْء حركته، فأجد موقع الجُسَيْم بعد ثانيتين من بَدْء الحركة.

ك جُسَيْم من السكون، ويعطى تســارعه بالاقتران: a(t) = 9-2t، حيث t الزمن بالثواني، وa تسارعه بالمتر   15  يتحرَّ

لكل ثانية تربيع. إذا بدأ الجُسَــيْم حركته من نقطة الأصل بســرعة متجهة مقدارها  m/s 2، فأجد موقعه بعد ثانيتين 
من بَدْء الحركة.

مهارات التفكير العليا

 16  تبرير: تعطى مشــتقة الاقتران f(x) بالقاعدة: f '(x) = ax + b، حيث a وb ثابتان. إذا كان ميل المماس لمنحنى 

الاقتران f(x) عند النقطــة (8 ,2-) هو 7، وقطع منحنى الاقتران المحور y عند النقطة (18 ,0)، فأجد قاعدة هذا 
رًا إجابتي. الاقتران، مُبرِّ

 ،(a, 10) 100 – 4)، وكان للًاقتران نقطة حرجة عند النقطة

x2 : إذا كان ميل المماس لمنحنى الاقتران f(x) هو: (   17  تحدٍّ

حيث: a > 0، فأجد قاعدة هذا الاقتران.
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الدرس

3
بة. ة، والاقترانات المُتشعِّ · إيجاد التكامل المحدود لاقترانات القوَّ فكرة الدرس     

· إيجاد تكاملًات باستعمال خصائص التكامل المحدود.    

التكامل المحدود. المصطلحات    

ية الشــهرية )بالدينار(   - C '(x) = 500 التكلفة الحدِّ
x

3
مسألة اليوم  يُمثِّــل الاقتران:    

لكل درّاجة نارية يُنتجِهــا أحد مصانع الدرّاجات، حيث x عدد الدرّاجات 

ا بالدينار. أجد مقدار  ا، وC(x) تكلفة إنتاج x درّاجة شهريًّ المُنتَجة شــهريًّ

ا.  التغيُّر في التكلفة عند زيادة الإنتاج من 300 درّاجة إلى 600 درّاجة شهريًّ

التكامل المحدود

 ،f(x) يُســمّى التكامل غير المحــدود للًاقتران  ⌠⎮
⌡

 f(x)  dx َّتعلَّمْتُ في الدرس الســابق أن
ة. وتعلَّمْتُ أيضًا كيف أجد التكامل غير المحدود للًاقتران الثابت واقتران القوَّ

b ⌠  اسم التكامل المحدود )definite integral( للًاقتران f(x)، حيث 
⎮
⌡a

 f(x)  dx :يُطلَق على

a الحدُّ السفلي للتكامل، وb الحدُّ العلوي له. 

b ⌠ على النحو الآتي:
⎮
⌡a

 f(x)  dx :ف التكامل المحدود يُعرَّ

التكامل المحدود
Definite Integral

قيمة الاقتران الأصلي عند الحدِّ العلوي. قيمة الاقتران الأصلي عند الحدِّ السفلي.

حدود التكامل 
.b إلى a من

⌠ b
⎮
⌡a

 f(x)  dx = F(b) - F(a) ر  أتذكَّ

F(x) هو اقتــران أصلي 

.f(x) للًاقتران

عند إيجاد التكامل المحدود لأيِّ اقتــران f(x)، أُلاحِظ إلغاء ثابت التكامل C، وهذا يعني أنَّ 
الناتج هو نفسه بصرف النظر عن الاقتران الأصلي المُستعمَل:

 
⌠ b
⎮
⌡a

 f(x)  dx = [(F(b) + C)] - [(F(a) + C)]

 = F(b) - F(a)
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الوحدة 4

م  أتعلَّ

 F(x) 
⎮ b
⎮
⎮a

أستعمل الرمز: 
بعــد الانتهاء مــن عملية 

التكامل. 

ر  أتذكَّ

لا يَلــزم إضافــةُ ثابــت 
التكامل عنــد إيجاد ناتج 

التكامل المحدود. 

إذا كان الاقتــران f(x) متصلًًا علــى الفترة [a, b]، وكان F(x) يُمثِّــل أيَّ اقتران أصلي 
للًاقتران f(x)، فإنَّ التكامل المحدود للًاقتران f(x) من a إلى b هو:

⌠ b
⎮
⌡a

 f(x)  dx = F(b) - F(a)

.F(x) 
⎮ b
⎮
⎮a

يُمكِن التعبير عن الفرق: F(b) - F(a) باستعمال الرمز: 

التكامل المحدود مفهوم أساسي

أجد قيمة كلٍّ من التكاملين الآتيين:
1  

⌠ 1
⎮
⌡ 0

 (2x -5)  dx

ة المضروب في ثابت، وتكامل الثابت  تكامل اقتران القوَّ
⌠ 1
⎮
⌡ 0

 (2x - 5)  dx = (x2 -5x) 
⎮ 1
⎮
⎮ 0

((0)5- 2(0)) -((1)5- 2(1)) = بالتعويض

4- = بالتبسيط

2  
⌠ 3
⎮
⌡ -4

 x(4 -3x)  dx

 بتوزيع الضرب على الجمع
⌠ 3
⎮
⌡ -4

 x(4 - 3x)  dx = 
⌠ 3
⎮
⌡ -4

(4x -3x2 ) dx

ة المضروب في ثابت  (2x2 - x3) = تكامل اقتران القوَّ
⎮ 3
⎮
⎮ -4

( 3(4-)- 2(4-)2) -(3(3) - 2(3)2) = بالتعويض

105- = بالتبسيط

ق من فهمي أتحقَّ

أجد قيمة كلٍّ من التكاملين الآتيين:

a)  ⌠ 4
⎮
⌡ 1

 (8x- √x ) dx    b)  ⌠ 2
⎮
⌡ -1

 (1 - x)(1 + 3x)  dx

مثال 1
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.k فأجد قيمة الثابت ،⌠ k
⎮
⌡ 1

 
1

√x 
  dx = 3 :إذا كان

 التكامل المعطى
⌠ k
⎮
⌡ 1

 
1

√x 
  dx = 3

ية  الصورة الأسُِّ
⌠ k
⎮
⌡ 1

 x-1/2  dx = 3

ة  2x 1/2 تكامل اقتران القوَّ
⎮ k
⎮
⎮ 1

  = 3

 x√ 2 الصورة الجذرية
⎮ k
⎮
⎮ 1

  = 3

k  - 2 √1  = 3√ 2 بالتعويض

k - 2 = 3√ 2 بالتبسيط

k = 5√ 2 بجمع 2 لطرفي المعادلة

k = 5√ بقسمة طرفي المعادلة على 2
2

k = 25 بتربيع طرفي المعادلة
4

ق من فهمي أتحقَّ

.k فأجد قيمة الثابت ،⌠ k
⎮
⌡ 0

 6x2  dx = 2 :إذا كان

مثال 2

يُمكِن إيجاد قيمة مجهولة في تكامل محدود، مِثْل حدٍّ من حدوده، إذا عُلِمت قيمة هذا التكامل 
كما في المثال الآتي.

خصائص التكامل المحدود

ف بعــض خصائص التكامل  فْتُ ســابقًا خصائص التكامل غير المحدود. والآن ســأتعرَّ تعرَّ
المحدود.
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الوحدة 4

م  أتعلَّ

فــي خاصيــة تجزئــة 
التكامــل، لا يُشــترَط أنْ 

.a < c < b تكون

7 ⌠، فأجد قيمة كلٍّ ممّا يأتي:
⎮
⌡ 5

 f(x) dx = 3, 
⌠ 5
⎮
⌡ 0

  g(x) dx = -4, 
⌠ 5
⎮
⌡ 0

  f(x) dx = 10 :إذا كان

1  
⌠ 5
⎮
⌡ 0

  (4 f(x) + g(x))  dx

 تكامل المجموع
⌠ 5
⎮
⌡ 0

 (4 f(x) + g(x))  dx = 
⌠ 5
⎮
⌡ 0

 4 f(x) dx + 
⌠ 5
⎮
⌡ 0

 g(x) dx

 4 = تكامل الاقتران المضروب في ثابت
⌠ 5
⎮
⌡ 0

  f(x)  dx + 
⌠ 5
⎮
⌡ 0

  g(x) dx

(4-) + (10)4 = بالتعويض

36 = بالتبسيط

2  
⌠ 0
⎮
⌡ 5

 5g(x)  dx

ي التكامل  بالتبديل بين حدَّ
⌠ 0
⎮
⌡ 5

 5g (x)  dx = - 
⌠ 5
⎮
⌡ 0

 5g (x )  dx

 5- = تكامل الاقتران المضروب في ثابت
⌠ 5
⎮
⌡ 0

 g(x) dx

 4- × 5- = بالتعويض

20 = بالتبسيط

مثال 3

: إذا كان f(x) وg(x) اقترانين متصلين على الفترة [a, b]، وكان k ثابتًا، فإنَّ

1) ⌠ b
⎮
⌡ a

 k f(x) dx = k ⌠ b
⎮
⌡ a

 f(x) dx تكامل الاقتران المضروب في ثابت                                         

2) ⌠ b
⎮
⌡ a

 ( f(x) ± g(x)) dx = ⌠ b
⎮
⌡ a

  f(x) dx ±⌠ b
⎮
⌡ a

 g(x) dx تكامل المجموع أو الفرق 

3) ⌠ a
⎮
⌡ a

  f(x) dx = 0 التكامل عند نقطة 

4) ⌠ b
⎮
⌡ a

  f(x) dx = -⌠ a
⎮
⌡ b

  f(x) dx التبديل بين حدَّي التكامل

5) ⌠ b
⎮
⌡ a

  f(x)dx = ⌠ c
⎮
⌡ a

 f(x) dx + ⌠ b
⎮
⌡ c

  f(x) dx تجزئة التكامل 

خصائص التكامل المحدود مفهوم أساسي
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3  
⌠ 7
⎮
⌡ 0

  f(x)  dx

 بتجزئة التكامل
⌠ 7
⎮
⌡ 0

  f(x)  dx = 
⌠ 5
⎮
⌡ 0

  f(x)  dx + 
⌠ 7
⎮
⌡ 5

  f(x)  dx

 3 + 10 = بالتعويض

13 = بالتبسيط

ق من فهمي أتحقَّ

1 ⌠، فأجــد قيمــة كلٍّ 
⎮
⌡ -1

  f(x)  dx = 5, 
⌠ 1
⎮
⌡ 4

  f(x)  dx = 2, 
⌠ 1
⎮
⌡ -1

  h(x)  dx = 7 :إذا كان
ممّا يأتي:

a)  ⌠ 1
⎮
⌡ -1

 (f(x) + 3h(x))  dx  b)  ⌠ 4
⎮
⌡ -1

 f(x)  dx  c)  ⌠ -1
⎮
⌡ 1

 4h(x)  dx

تكاملات الاقترانات المُتشعِّبة

تعلَّمْتُ في المثال الســابق كيف أســتعمل خاصية التجزئة في إيجاد التكامل المحدود لبعض 
الاقترانات. والآن سأتعلَّم كيف أستعمل هذه الخاصية في إيجاد التكامل المحدود للًاقترانات 
ئ التكامل عند نقاط  بة إذا احتوت فترة التكامل على قواعد مُختلِفــة للًاقتران؛ إذ أُجزِّ المُتشــعِّ

التشعُّب، ثم أجد تكامل كل قاعدة على فترتها الجزئية. 

.⌠ 4
⎮
⌡ 1

  f(x)  dx :فأجد قيمة ،f(x) = 
⎧
⎨
⎩

12           ,  x < 2

3x2         ,  x ≥ 2
 إذا كان: 

4 ⌠ قاعدة تجزئة التكامل
⎮
⌡ 1

  f(x) dx = ⌠ 2
⎮
⌡ 1

  12 dx + ⌠ 4
⎮
⌡ 2

  3x2  dx

ة 12x ⎮ 2 =  تكامل الثابت، وتكامل اقتران القوَّ
⎮
⎮ 1

 + x3 ⎮ 4
⎮
⎮ 2

(3(2) - 3(4)) + (1)12- (2)12 =  بالتعويض

68 =  بالتبسيط

مثال 4

1 م  أتعلَّ

ب  بما أنَّ الاقتران قد تشعَّ
x = 2، فإنَّنــي  عندمــا 
ئ التكامــل في هذه  أُجزِّ
الحالة؛ لأنَّ فترة التكامل 

تحوي نقطة التشعَّب.
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الوحدة 4

.⌠ 5
⎮
⌡ 0

 f(x) dx :فأجد قيمة ،f(x) = |x-1| :إذا كان 

الخطوة 1: أُعيد تعريف اقتران القيمة المُطلَقة.

f(x) = |x - 1| = 
⎧
⎨
⎩

1 - x      ,  x < 1

x - 1      ,  x ≥ 1

الخطوة 2: أجد قيمة التكامل المحدود.

5 ⌠ قاعدة تجزئة التكامل
⎮
⌡ 0

  f(x) dx = ⌠ 1
⎮
⌡ 0

 (1-x) dx + ⌠ 5
⎮
⌡ 1

 (x-1) dx

ة  - x) =  تكامل الثابت، وتكامل اقتران القوَّ
1

2
 x2) ⎮ 1

⎮
⎮ 0

 + ( 
1

2
 x2 - x) ⎮ 5

⎮
⎮ 1

 -1)) =  بالتعويض
1

2
 (1)2)-(0- 

1

2
 (0)2))+(( 1

2
 (5)2-5)-( 1

2
 (1)2-1))

 =  بالتبسيط
17

2

ق من فهمي أتحقَّ

.⌠ 2
⎮
⌡ -2

 f(x)  dx :فأجد قيمة ،f(x) = 
⎧
⎨
⎩

1 + x      ,  x < 1

2x            ,  x ≥ 1
 )a إذا كان: 

.⌠ 4
⎮
⌡ -1

 f(x)dx :فأجد قيمة ،f(x) = |x - 3| :إذا كان b( 

2

ر أتذكَّ

يُطلَــق على إعــادة كتابة 
اقتران القيمة المُطلَقة في 
صــورة اقتران مُتشــعِّب 
إعادةُ تعريف اقتران القيمة 
المُطلَقــة، ويكــون ذلك 
بدراســة إشــارة المقدار 

داخل القيمة المُطلَقة.

التكامل المحدود، ومقدار التغيُّر

ية أُخرى عند لحظة مُعيَّنة. فمثلًًا،  ية بالنسبة إلى كمِّ ل تغيُّر كمِّ تعلَّمْتُ سابقًا أنَّ المشتقة هي مُعدَّ
ل التغيُّر f '(x) معلومًا في  ل تغيُّر f(x) بالنســبة إلى المُتغيِّر x هو f '(x). ولكنْ، يكون مُعدَّ مُعدَّ
بعض الأحيان، ويتعيَّــن معرفة مقدار التغيُّر في f(x) عند تغيُّر x من x = a إلى x = b، الذي 
يُعبَّر عنه بالمقدار: f(b) – f(a)، عندئذٍ يُمكِن استعمال التكامل المحدود لإيجاد مقدار التغيُّر 

على النحو الآتي:
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  مثال 5 : من الحياة

التغيُّــر في الأرباح: يُمثِّــل الاقتــران: P'(x) = 165 - 0.1x الربح 
ي الشــهري )بالدينار( لكل جهاز لوحي تبيعه إحدى الشركات،  الحدِّ
ا، وP(x) ربح بيع x قطعة  حيث x عدد الأجهزة اللوحية المَبيعة شهريًّ
ا بالدينار. أجد مقدار التغيُّر في أرباح الشركة عند زيادة مبيعاتها  شــهريًّ
الشــهرية إلى 1100 جهــاز، علمًا بأنَّ عدد الأجهــزة المَبيعة الآن هو 

1000 جهاز. 

P(b) - P(a) = ⌠ b صيغة مقدار التغيُّر
⎮
⌡ a

 P '(x) dx

a = 1000, b = 1100 بتعويض P(1100) - P(1000) = ⌠ 1100
⎮
⌡ 1000

 (165-0.1x) dx

ة المضروب في ثابت 1100 ⎮ ( 165x - 0.05x2) =تكامل الثابت، وتكامل اقتران القوَّ
⎮
⎮ 1000

( 2(1000)0.05-(1000)165)-( 2(1100)0.05-(1100)165) =بالتعويض

6000 = بالتبسيط

إذن، عند زيادة مبيعات الشــركة من 1000 جهاز إلى 1100 جهاز، فإنَّ أرباح الشــركة ستزيد 
.JD 6000 ا بمقدار شهريًّ

 x = a من x عند تغيُّر f(x) فإنَّ مقدار التغيُّر في ،[a, b] متصلًًا على الفترة f '(x) إذا كان
إلى x = b هو:

f(b) - f(a) = ⌠ b
⎮
⌡ a

 f '(x) dx

مقدار التغيُّر مفهوم أساسي

تبرز الحاجة إلى معرفة مقدار التغيُّر في كثير من التطبيقات الاقتصادية، مثل الحاجة إلى معرفة 
مقدار الزيادة في أرباح شركة زادت مبيعاتها من عدد  مُعيَّن من القطع إلى عدد آخر.
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الوحدة 4

ق من فهمي أتحقَّ

مُعتمِدًا المعلومات الوارد ذكرها في المثال 5، أجد مقدار التغيُّر الشهري في أرباح الشركة عند 

زيادة مبيعاتها الشهرية إلى 1500 جهاز، علمًا بأنَّ عدد الأجهزة المَبيعة الآن هو 1400 جهاز.

ب وأحُلُّ المسائل أتدرَّ

أجد قيمة كلٍّ من التكاملات الآتية:

1  ⌠ 3
⎮
⌡-1

 3x2 dx   2  ⌠ -2
⎮
⌡-3

 6 dx    3  ⌠ 2
⎮
⌡0

 (3x2 +4x +3) dx

4  ⌠ 8
⎮
⌡1

 8 ∛x  dx   5  ⌠ 9
⎮
⌡1

 (√x - 
4

√x
 ) dx  6  ⌠ 3

⎮
⌡-2

 (-x2 +4x-5) dx 

7  ⌠ 3
⎮
⌡1

 (x -2)(x +2) dx  8  ⌠ 3
⎮
⌡-3

 (9 - x2 ) dx   9  ⌠ 4
⎮
⌡1

 
2+ √x

x2
  dx

10  ⌠ 4
⎮
⌡1

 x3 (√x + 1
x

 ) dx  11  ⌠ 8
⎮
⌡1

(x1/3 - x-1/5 ) dx  12  ⌠ 9
⎮
⌡1

 (2 + √x )2
 dx

13  ⌠ 4
⎮
⌡-1

|3x - 6| dx   14  ⌠ 3
⎮
⌡0

 |x-2| dx   15  ⌠ 3
⎮
⌡2

 
x2 -1

x + 1
 dx

.⌠ 4
⎮
⌡0

 f(x) dx :فأجد قيمة ، f(x) = 
⎧
⎨
⎩

2x + 1      ,  x ≤ 3

10- x       ,  x > 3
 16 إذا كان: 

.⌠ 2
⎮
⌡-1

 f(x) dx :فأجد قيمة ، f(x) = 
⎧
⎨
⎩

-x2+ 5  ,  x < 0

x + 5      ,  x ≥ 0
 17 إذا كان: 

2 ⌠، فأجد قيمة كلٍّ ممّا يأتي:
⎮
⌡1

 f(x)  dx = -4, 
⌠ 5
⎮
⌡1

 f(x)  dx = 6, 
⌠ 5
⎮
⌡1

 g(x)  dx = 8 :إذا كان

18  ⌠ 2
⎮
⌡2

 g(x) dx   19  ⌠ 1
⎮
⌡5

 (g(x) -2) dx   20  ⌠ 2
⎮
⌡1

 (3f(x)+ x) dx

21  ⌠ 5
⎮
⌡2

 f(x) dx   22  ⌠ 5
⎮
⌡1

 ( f(x) - g(x))  dx  23  ⌠ 5
⎮
⌡1

 (4f(x) + g(x)) dx
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.m فأجد قيمة الثابت ،⌠ m
⎮
⌡1

 (6x - 10)  dx = 4 :24 إذا كان 

ية )بالدينار( لكل قطعة تُنتجِها إحدى الشــركات،   25  تغيُّــر التكلفة: يُمثِّل الاقتــران: C '(x) = 6x + 1 التكلفة الحدِّ

حيــث x عدد القطع المُنتَجة، وC(x) تكلفة إنتاج x قطعة بالدينار. أجد مقدار التغيُّر في التكلفة عند زيادة الشــركة 
ا.  إنتاجها من 10 قطع إلى 20 قطعة شهريًّ

 ،N ' (t) = 280t 3/2 :لٍ يُمكِن نمذجته بالاقتران ث مصنعٌ بحيرةً بمُعدَّ ث: يُلوِّ  26  تلوُّ

ثات التي  حيث t عدد الأشــهر منذ الآن، وN(t) عدد الكيلوغرامات من المُلوِّ
ثات يدخل البحيرة منذ  يطرحها المصنع في البحيرة. كــم كيلوغرامًا من المُلوِّ

الآن حتى 4 أشهر؟ 

مهارات التفكير العليا

2 ⌠، وكان حَلُّه على النحو الآتي:
⎮
⌡0

 (x2 + x) dx :27 أكتشف الخطأ: أوجد خالد ناتج التكامل 

 
⌠ 2
⎮
⌡0

 (x2 + x) dx = ( 
1
3

 x3 + 
1
2

 x2 ) 
⎮ 2
⎮
⎮0

 = ( 
1
3

 (0)3 + 
1
2

 (0)2 ) - ( 
1
3

 (2)3 + 
1
2

 (2)2 )

 = - 
14
3

✗

حه. أكتشف الخطأ في حَلِّ خالد، ثم أُصحِّ

رًا إجابتي. 1 ⌠ ، حيث n > 0، مُبرِّ
⎮
⌡0

 xn (1-x) dx = 
1

(n +1)(n +2)
  :  28 تبرير: أُثبتِ أنَّ

.a 5 ⌠، فأجد قيمة الثابت
⎮
⌡1

 (2ax + 7) dx = 4a2 :إذا كان :  29 تحدٍّ
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الدرس

4
.x فكرة الدرس   إيجاد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى اقتران والمحور   

مسألة اليوم  يُمثِّل الجزء المُظلَّل بالأخضر في الشــكل المجاور حقول    
منطقة زراعية تحيط بها سلسلة من الجبال، ويُمثِّل منحنى 
الاقتران: f(x) = 4- x2 الحدَّ الفاصل بين سلسلة الجبال 
والمنطقة الزراعيــة، ويُمثِّل المحور x حافــة النهر الذي 
يُطِلُّ على المنطقة الزراعية. أجد المساحة الكلية للمنطقة 

الزراعية، علمًا بأنَّ x وy مَقيسان بالكيلومتر.

المساحة 

في الشــكل المجــاور، يُمكِن إيجاد مســاحة المنطقــة المُظلَّلة بين 
 ،x = bو ،x = a :والمســتقيمين ،x والمحور ،y = 3x المســتقيم

وذلك بطرح مساحة OZD∆ من مساحة OWC∆ كما يأتي: 
1
2

 (3b2) - 
1
2

 (3a2)

، ثم  1
2

 (3x2) ⎮ b
⎮
⎮a

أُلاحِظ أنَّه يُمكِن التعبير عن الصيغة السابقة بالمقدار:  
التعبير عن المساحة بين المستقيم y = 3x، والمحور x، والمستقيمين: 

x = a، وx = b بالتكامل الآتي:  

⌠ b
⎮
⌡a

 3x dx = 
1
2

 (3x2) 
⎮ b
⎮
⎮a

وهذا يعني أنَّه يُمكِن إيجاد المساحة باستعمال التكامل.
ســأتعلَّم في هذا الدرس حالة من حالات إيجاد المســاحة باســتعمال التكامل، هي: مســاحة 
المنطقة المحصورة بين منحنى اقتران والمحور x. وهذه الحالة تنقسم إلى ثلًاث حالات، هي:

مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى اقتران والمحور x، وتقع فوق هذا المحور. ·
مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى اقتران والمحور x، وتقع أسفل هذا المحور. ·
x، ويقع أحد جزأيها فوق  · مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى اقتران والمحور 

المحور x، ويقع الجزء الآخر أسفل هذا المحور.

المساحة
Area

f(x) = 4 - x2

x

y

جبال

نهر

y = 3x

xba
Z W

C

D

y

O

3b

3a

م أتعلَّ

أُلاحِظ أنَّ ارتفاع المثلث 
معطــى بالقيمــة الآتية: 

.y = 3x
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 ،x والمحور ،f(x) = x2 + 1 :أجد مســاحة المنطقــة المحصورة بيــن منحنــى الاقتــران
.x = 4و ،x = 1 :والمستقيمين

الخطوة 1:  أجد الإحداثي x لنقاط تقاطع منحنى الاقتران مع المحور x في الفترة المعطاة )إنْ 

وُجِدت(.

لإيجاد الإحداثي x لنقاط تقاطع منحنى الاقتران f(x) مع المحور x في الفترة [4 ,1]، أُساوي 
لًا قاعدة الاقتران بالصفر، ثم أحُلُّ المعادلة الناتجة: أوَّ

f(x) = 0بمساواة قاعدة الاقتران بالصفر

f(x) = x2 + 1 بتعويضx2 + 1 = 0

بما أنَّ x2 +1 ≠ 0، فإنَّ منحنى الاقتران لا يتقاطع 
مع المحور x كما في الشكل المجاور.

الخطوة 2: أجد المساحة عن طريق التكامل. 

أُلاحِظ أنَّ المســاحة المطلوبة تقع فوق المحور x كما في الشــكل المجــاور؛ لذا أجد هذه 
المساحة كالآتي:

قانــون المســاحة المحصورة بيــن منحنى 
 = A الاقتران والمحور x، وتقع فوق هذا المحور 

⌠ b
⎮
⌡a

  f(x) dx

f(x) = x2 + 1, a = 1, b = 4 بالتعويض = 
⌠ 4
⎮
⌡1

 (x2 + 1) dx

مثال 1

f(x) = x2 + 1

x

y

0 1 2 3 4-1-2-3-4

مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى اقتران والمحور x، وتقع فوق هذا المحور  

يُمكِن إيجاد المساحة المحصورة بين منحنى الاقتران 
 ،x = bو ،x = a :والمســتقيمين ،x والمحور ،f(x)

وتقع فوق المحور x عن طريق التكامل الآتي:

A = 
⌠ b
⎮
⌡a

 f(x)  dx ; a < b

y = f(x)

ba
x

y

0

ر  أُفكِّ

رًا  لماذا x2 + 1 ≠ 0، مُبرِّ
إجابتي؟
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الوحدة 4

 ،x والمحور ،f(x) = x2 -8x :أجد مســاحة المنطقة المحصــورة بين منحنــى الاقتــران
.x = 2و ،x = 5 :والمستقيمين

الخطوة 1:  أجد الإحداثي x لنقاط تقاطع منحنى الاقتران مع المحور x في الفترة المعطاة )إنْ 

وُجِدت(.
لإيجاد الإحداثي x لنقاط تقاطع منحنى الاقتران f(x) مع المحور x في الفترة [5 ,2]، أُساوي 

لًا قاعدة الاقتران بالصفر، ثم أحُلُّ المعادلة الناتجة: أوَّ
f(x) = 0بمساواة قاعدة الاقتران بالصفر

 f(x) = x2 -8x بتعويضx2 - 8x = 0

x(x - 8) = 0بإخراج العامل المشترك الأكبر

x = 0    or   x – 8 = 0خاصية الضرب الصفري

x بحَلِّ المعادلة لـ      x = 8

مثال 2

م أتعلَّ

يُمكِــن تحديد أنَّ منحنى 
الاقتــران هــو فــوق 
المحــور x في فتــرة ما 
 ،x لا يقطع فيهــا محور 
من دون تمثيله بيانيًّا، عن 
طريق تعويض إحدى قِيَم 
المُتغيِّــر x في تلك الفترة 
في الاقتــران؛ فإذا كانت 
النتيجة موجبــة دلَّ ذلك 
علــى أنَّ منحنى الاقتران 

.x هو فوق المحور

م أتعلَّ

بمــا أنَّ المنطقة التي يراد 
إيجاد مساحتها تقع أسفل 
المحــور x، فــإنَّ قيمــة 
التكامل الناتج ســتكون 
عددًا ســالبًا؛ لــذا يُختار 
معكوس ناتــج التكامل؛ 
لأنَّ المساحة لا يُمكِن أنْ 

تكون سالبة.

م أتعلَّ

تحديد نقــاط التقاطع مع 
x يســاعد على  المحور 
تحديد إذا كانت المنطقة 
فوق المحور x أو أســفل 

هذا المحور.

ة، وتكامل الثابت  ) = تكامل اقتران القوَّ
1
3

 x3 + x) 
⎮ 4
⎮
⎮1

 ) = بالتعويض
1
3

 (4)3 +4) - ( 
1
3

 (1)3 + 1)

24 = بالتبسيط

إذن، المساحة هي: 24 وحدة مربعة.

ق من فهمي أتحقَّ

 ،x والمحور ،f(x) = x + 3 :أجد مســاحة المنطقــة المحصورة بيــن منحنــى الاقتــران
.x = 3و ،x = -1 :والمستقيمين

مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى اقتران والمحور x، وتقع أسفل هذا المحور

يُمكِن إيجاد المســاحة المحصورة بيــن منحنى الاقتران f(x)، والمحور x، والمســتقيمين: 
x = a، وx = b، وتقع أسفل المحور x عن طريق التكامل الآتي:

A = - 
⌠ b
⎮
⌡a

 f(x) dx ; a < b
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م أتعلَّ

يُمكِــن تحديد أنَّ منحنى 
الاقتــران هــو أســفل 
x في فتــرة ما  المحــور 
 ،x لا يقطع فيهــا محور 
من دون تمثليه بيانيًّا، عن 
طريق تعويض إحدى قِيَم 
المُتغيِّــر x في تلك الفترة 
في الاقتــران؛ فإذا كانت 
النتيجــة ســالبة دلَّ ذلك 
علــى أنَّ منحنى الاقتران 

.x هو أسفل المحور

 f(x) لنقطتي تقاطــع الاقتران x إذن، الإحداثــي
مع المحور x ليس ضمــن الفترة المعطاة كما في 

الشكل المجاور. 

الخطوة 2: أجد المساحة عن طريق التكامل.

أُلاحِظ أنَّ المســاحة المطلوبة تقع أســفل المحور x كما في الشــكل المجاور؛ لذا أجد هذه 
المساحة كالآتي:

قانون المساحة المحصورة بين منحنى الاقتران 
 - = A والمحور x، وتقع أسفل هذا المحور

⌠ b
⎮
⌡a

  f(x) dx

f(x) = x2 -8x, a = 2, b = 5 بالتعويض = - 
⌠ 5
⎮
⌡2

 (x2 - 8x) dx

ة  )- = تكامل اقتران القوَّ
1
3

 x3 - 4x2 ) 
⎮ 5
⎮
⎮2

 ))- = بالتعويض
1
3

 (5)3 - 4(5)2 ) - ( 
1
3

 (2)3 - 4(2)2 ))
45 = بالتبسيط

إذن، المساحة هي: 45 وحدة مربعة.

ق من فهمي أتحقَّ

 ،x والمحور ،f(x) = x2 -4 :أجد مســاحة المنطقــة المحصورة بيــن منحنــى الاقتــران
.x = 1و ،x = -1 :والمستقيمين

f(x) = x2 - 8x

x

y

0 1 2 3 4 98765-1

مســاحة المنطقة المحصورة بين منحنــى اقتران والمحور x، ويقــع أحد جزأيها 

فوق المحور x، ويقع الجزء الآخر أسفل هذا المحور

قد يقع جزء من المنطقة المحصورة بين منحنى اقتران والمحور x أســفل هذا المحور، 
ويقع الجزء الآخر المُتبقّي منها فوقه كما في الشــكل المجاور. وفي هذه الحالة، يُمكِن 
إيجاد المساحة بين منحنى هذا الاقتران والمحور x بتحديد المقطع x للًاقتران، ثم إيجاد 

المساحة باستعمال القاعدة الآتية:

A = -
⌠ c
⎮
⌡a

 f(x) dx + 
⌠ b
⎮
⌡c

 f(x) dx

y = f(x)

x

y

bca 0
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 ،x والمحور ،f(x) = 3x2 -12 :أجد مســاحة المنطقة المحصورة بين منحنــى الاقتــران
.x = 3و ،x = 1 :والمستقيمين

الخطوة 1:  أجد الإحداثي x لنقاط تقاطع منحنى الاقتران مع المحور x في الفترة المعطاة )إنْ 

وُجِدت(.
لإيجاد الإحداثي x لنقاط تقاطع منحنى الاقتران f(x) مع المحور x في الفترة [3 ,1]، أُساوي 

لًا قاعدة الاقتران بالصفر، ثم أحُلُّ المعادلة الناتجة: أوَّ
f(x) = 0بمساواة قاعدة الاقتران بالصفر

f(x) = 3x2 - 12 3بتعويضx2 - 12 = 0

x2 - 4 = 0بقسمة طرفي المعادلة على 3

0 = (x - 2)(x + 2)بتحليل الفرق بين مربعين

x + 2 = 0    or   x – 2 = 0خاصية الضرب الصفري

x بحَلِّ كل معادلة لـx = -2    x = 2

 إذن، x = 2 يقع ضمن الفترة [3 ,1] كما في
الشكل المجاور. 

الخطوة 2: أجد المساحة عن طريق التكامل.

 ،x  أُلاحِظ أنَّ جزءًا من المساحة المطلوبة يقع فوق المحور
ي منها يقع أسفل هذا المحور؛ لذا أجد المساحة الكلية المطلوبة كالآتي: وأنَّ الجزء الآخر المُتبقِّ

بتجزئة المساحة إلى مجموع 
 - = A مساحتين فوق المحور x وأسفله

⌠ 2
⎮
⌡1

 (3x2 -12) dx + 
⌠ 3
⎮
⌡2

 (3x2 -12) dx

ة المضروب في  تكامل اقتران القوَّ
 (x3 -12x)- = ثابت، وتكامل الثابت

⎮ 2
⎮
⎮1

 + (x3 -12x) 
⎮ 3
⎮
⎮2

 ( 12x -x3) = بالتبسيط
⎮ 2
⎮
⎮1

 + (x3 -12x) 
⎮ 3
⎮
⎮2

((2)12- 23)-((3)12-33)+( 13-(1)12)-( 23-(2)12) = بالتعويض

12 = بالتبسيط

إذن، المساحة هي: 12 وحدة مربعة.

مثال 3

f(x) = 3x2-12

x

y

0 4321-1-2-3
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ق من فهمي أتحقَّ

 ،x والمحور ،f(x) = x2 + 2x :أجد مســاحة المنطقة المحصــورة بين منحنــى الاقتــران
.x = -3و ،x = -1 :والمستقيمين

م  أتعلَّ

بما أنَّ منحنــى الاقتران 
 x f(x) يقطــع المحــور 

 ،x = 3 و ،x = 0 عندما 
من دون وجود مستقيمات 
د المنطقة المطلوبة،  تُحدِّ
فإنَّه يتعيَّن إيجاد التكامل 

المحدود من 0 إلى 3.

مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى اقتران والمحور x، ولا تكون محدودة بمستقيمين

أُلاحِظ أنَّ المنطقة التي يراد إيجاد مساحتها بين منحنى الاقتران والمحور x في الأمثلة السابقة 
محدودة بالمســتقيمين: x = a، وx = b. ولكنْ، إذا كانت هــذه المنطقة محصورة فقط بين 
منحنــى الاقتران والمحور x، فإنَّه يَلــزم عندئذٍ إيجاد الإحداثي x لنقــاط تقاطع الاقتران مع 

المحور x؛ لأنَّها تُمثِّل حدود التكامل. 

.x والمحور ،f(x) = x2 -3x :أجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران 

.x لنقاط تقاطع منحنى الاقتران مع المحور x الخطوة 1: أجد الإحداثي

لًا قاعدة الاقتران بالصفر، ثم أحُلُّ المعادلة الناتجة: أُساوي أوَّ

f(x) = 0بمساواة الاقتران بالصفر

f(x) = x2 - 3x بتعويضx2 - 3x = 0

x(x - 3) = 0بإخراج العامل المشترك الأكبر

x = 0  or  x - 3 = 0خاصية الضرب الصفري

x بحَلِّ المعادلة لـ       x = 3

إذن، الإحداثي x لنقاط تقاطع منحنى الاقتران 
 ،x = 0, x = 3 :هــو x مــع المحــور f(x)

كما في الشــكل المجاور، وهذان الإحداثيان 
ي التكامل.  يُمثِّلًان حدَّ

مثال 4

1

f(x) = x2- 3x

x

y

0 3
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الخطوة 2: أجد المساحة عن طريق التكامل.

أُلاحِظ أنَّ المساحة المطلوبة تقع أســفل المحور x كما في الشكل السابق؛ لذا أجد مساحتها 
كالآتي:

قانون المساحة المحصورة بين منحنى الاقتران 
- = A والمحور x، وتقع أسفل هذا المحور 

⌠ b
⎮
⌡a

  f(x) dx

f(x) = x2 - 3x, a = 0, b = 3 بالتعويض = -
⌠ 3
⎮
⌡0

  (x2 - 3x) dx

ة  )- = تكامل اقتران القوَّ
1
3

 x3 - 
3
2

 x2 ) 
⎮ 3
⎮
⎮0

 ))- = بالتعويض
1
3

 (3)3 - 
3
2

 (3)2 ) - ( 
1
3

 (0)3 - 
3
2

 (0)2 ))

 4 = بالتبسيط
1
2

 4 وحدة مربعة.
1
2

إذن، المساحة هي: 

 .x والمحور ،f(x) = x3 -x :أجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران 

.x لنقاط تقاطع منحنى الاقتران مع المحور x الخطوة 1: أجد الإحداثي

لًا قاعدة الاقتران بالصفر، ثم أحُلُّ المعادلة الناتجة: أُساوي أوَّ

f(x) = 0بمساواة الاقتران بالصفر

f(x) = x2 - x بتعويضx3 - x = 0

x(x2 - 1) = 0بإخراج العامل المشترك الأكبر

x(x + 1)(x - 1) = 0بتحليل الفرق بين مربعين

x = 0 or x + 1 = 0 or x - 1 = 0 خاصية الضرب الصفري

x بحَلِّ كل معادلة لـ          x = -1   or    x = 1

2
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x لنقاط تقاطــع منحنى الاقتران  إذن، الإحداثي 
 x = -1, x = 0, :هــو x مــع المحــور f(x)

x = 1، كمــا فــي الشــكل المجــاور، وهــذه 

الإحداثيات تُمثِّل حدود التكامل.

الخطوة 2:  أجد المساحة عن طريق التكامل.

ي منها يقع  أُلاحِظ أنَّ جزءًا من المساحة المطلوبة يقع فوق المحور x، وأنَّ الجزء الآخر المُتبقِّ
أسفل هذا المحور؛ لذا أجد المساحة الكلية المطلوبة كالآتي:

بتجزئة المساحة إلى مجموع 
مساحتين فوق المحور x وأسفله

 A = 
⌠ 0
⎮
⌡-1

 ( x3 -x) dx + (-
⌠ 1
⎮
⌡0

 (x3 -x) dx)

ة  ) = تكامل اقتران القوَّ
1
4

 x4 - 
1
2

 x2 ) 
⎮ 0
⎮
⎮-1

 -( 
1
4

 x4 - 
1
2

 x2 ) 
⎮ 1
⎮
⎮0

 )-(0)) = بالتعويض
1
4

 - 
1
2

 )) - (( 
1
4

 - 
1
2

 ) - (0))

 = بالتبسيط
1
2

1 وحدة مربعة.
2

إذن، المساحة هي: 

ق من فهمي أتحقَّ

.x والمحور ،f(x) = x2 +5x+4 :أجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران a( 

 .x والمحور ،f(x) = x3 -9x :أجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران b( 

f(x) = x3- x

x

y

0 1-1
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ب وأحُلُّ المسائل أتدرَّ

أجد مساحة المنطقة المُظلَّلة في كلٍّ من التمثيلات البيانية الآتية:

1  
f(x) = x2+ 2

x

y

1

2

0-1-2

    2  y = xy

x4 90

3
2

3  

42

y =     -32
x2

x

y

0

    4  

y =x3 -3x

x

y

0

1

1

2

2-1

-1

-2

-2

5  
y = x +1

x

y

0 1 3

    6  

x

y

0 1-1

2

4

6

8

10

12

-1
-2 2

y = 3x
2

 ،x = 0 :والمستقيمين ،x والمحور ،f(x) = 3x2 -2x + 2 :7  أجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران 

.x = 2و

.x والمحور ،f(x) = 9-x2 :8  أجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران 

 ،x = -1 :والمســتقيمين ،x والمحور ،f(x) = x3 + 4x :9  أجد مســاحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران 

.x = 2 و

 10  أجد مســاحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتــران: f(x) = -7 + 2x -x2، والمحور x، والمســتقيمين: 

 .x = 4و ،x = 1
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.x = 5و ،x = 3 :والمستقيمين ،x والمحور ،f(x) = 5-x :11  أجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران 

.x والمحور ،f(x) = (x +1)(x -4) :12  أجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران 

 :f(x) = x2 - 2x :يُبيِّن الشكل المجاور منحنى الاقتران

.x 13 أجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران، والمحور 

 14  أجد مســاحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران، والمحور x، والمستقيم 

.x = 3

 15  أجد مســاحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران، والمحور x، والمستقيم 

.x = -1

 16  يُبيِّــن التمثيل البياني المجاور شــكل الســطح العلوي لجناح طائــرة، مُمثَّلًًا 

بالمعادلة: y = 8 + 8 √x - 6x، حيث: x ≤ 4 ≥ 0. أجد مســاحة السطح 
العلوي لجناح الطائرة.

مهارات التفكير العليا

: يُبيِّن الشــكل المجــاور منحنى الاقتــران: y = kx(4-x). إذا كانت   17  تحدٍّ

مســاحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتــران والمحور x هي 32 وحدة 
 .k مربعة، فأجد قيمة الثابت

R هي وحدتين مربعتين، ومســاحة 
1
 18  تبرير: يُبيِّن الشــكل التالي منحنى الاقتران f(x). إذا كانت مســاحة المنطقة 

رًا إجابتي. 3 ⌠، مُبرِّ
⎮
⌡-1

  f(x) dx 4 ⌠، فأجد
⎮
⌡0

  f(x) dx = 10 :هي 3 وحدات مربعة، وكان R
2
المنطقة 

x

y

R
1

y = f(x)

R
2

0-1 1 2 3 4

1

1 2 3

2

3

-1

x

y

0

f(x)

8 x

y

0 642

2
4
6
8

10

(m
)

(m)

12

x

y

0
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أجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران: f(x) = x3 -5x2 + 6x + 4، والمحور x، والمستقيمين:
.x = 3و x = 0

.(Enter) في شريط الإدخال، ثم أضغط على زِرِّ الإدخال  f(x) = x3 - 5x2 + 6x + 4 :أكتب الاقتران 

  لإيجاد المســاحة بين الاقتران f(x)، والمحور x، والمستقيمين: x = 0 وx = 3، أكتب في شريط الإدخال الصيغة الآتية: 
.(Enter) ثم أضغط على زِرِّ الإدخال ، Integral (f(x), 0, 3)

  أُلاحِظ تظليل المنطقة المطلوبة، وظهور قيمة التكامل على الشكل. وبذلك، فإنَّ مساحة المنطقة هي: 14.25 وحدة مربعة.

نشاط

1

2

3

تطبيقات التكامل: المساحة 
Applications of integration: Area

أســتعمل برمجية جيوجبرا لإيجاد المســاحة بين منحنى الاقتران والمحور x بوصفها تكاملًًا محدودًا، مراعيًا تحويل إشــارة 
الناتج الســالبة إلى موجبة إذا وقعت  المنطقة أســفل المحور x، وتقســيم هذه المنطقة إلى جزأين إذا كان أحدهما واقعًا فوق 

المحور x، والجزء الآخر تحته، ثم حساب مساحة كل جزء على حِدَة، ثم جمع المساحتين معًا.

x مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران والمحور

 معــمــل
 برمجـيــة
جيوجـبـرا

ب أتدرَّ

.x = 2و x = -1 :والمستقيمين ،x والمحور ،f(x) = x2 + 4 :1 أجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران 

.x = 9 والمستقيم ،x والمحور ،f(x) = - √x  :2 أجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران 
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الدرس

5
ــية طبيعيــة، واقترانات جيــب، واقترانــات جيب تمام،  ــن اقترانات أُسِّ فكرة الدرس   إيجــاد تكاملًات تتضمَّ   

.f(ax + b) :ولوغاريتمات طبيعية، واقترانات في صورة

ل:  ا بمُعدَّ مسألة اليوم  يتغيَّر عدد الطلبة الذين يلتحقون بإحدى الجامعات الجديدة سنويًّ   

 tعدد الطلبــة المُلتحِقين بالجامعة، و P(t) حيــث ،P '(t) = 
5000

√(t + 1)3

الزمن بالســنوات منذ تأســيس الجامعة. أجد عدد الطلبة الذين درسوا في 
الجامعة بعد 3 سنوات من تأسيسها، علمًا بأنَّ عددهم عند تأسيس الجامعة بلغ 2000 طالب. 

ي الطبيعي، واقتران الجيب، واقتران جيب التمام  تكامل الاقتران الأسُِّ

تعلَّمْتُ ســابقًا أنَّ التكامل والاشتقاق عمليتان عكســيتان؛ ما يساعد على إيجاد صيغ مباشرة 
ي الطبيعي، واقتران  لتكامل اقترانات ناتجة من اشــتقاق اقترانات مشهورة، مثل: الاقتران الأسُِّ

الجيب، واقتران جيب التمام. 

: : f '(x) = -sin x، وهذا يعني أنَّ فمثلًًا، إذا كان: f(x) = cos x، فإنَّ

 ⌠⎮
⌡

 (- sin x) dx = cos x + C

: ، فإنَّ ومن ثَمَّ
⌠
⎮
⌡

 sin x  dx = - cos x + C

ي الطبيعي واقتران جيب التمام بطريقة مُشابهِة. يُمكِن إيجاد صيغة تكامل كلٍّ من الاقتران الأسُِّ

تكامل اقترانات خاصة
Integration of Special Functions

: إذا كان e هو العدد النيبيري، فإنَّ

1) 
⌠
⎮
⌡

 ex  dx = ex + C    2) 
⌠
⎮
⌡

 sin x  dx = -cos x + C

3) 
⌠
⎮
⌡

cos x  dx = sin x + C 

تكامل اقترانات أساسية مفهوم أساسي
ر  أتذكَّ

· d
dx

 (ex )= ex

· d
dx

 (cos x)= -sin x

· d
dx

 (sin x) = cos x
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أجد كُلاًّ من التكاملات الآتية:

1  
⌠
⎮
⌡

 (ex + 8) dx 

ي الطبيعي، وتكامل الثابت ⌠تكامل الاقتران الأسُِّ
⎮
⌡

 (ex + 8) dx = ex + 8x + C

2  
⌠
⎮
⌡

 (5 cos x + √x ) dx

ية  بكتابة  x√ في صورة أُسِّ
⌠
⎮
⌡

 (5 cos x + √x ) dx = 
⌠
⎮
⌡

 (5 cos x + x1/2 ) dx

cos x المضروب في  تكامــل 
ة sin x + 2 5 = ثابت، وتكامل اقتران القوَّ

3
 x3/2 + C

sin x + 2 5 = الصورة الجذرية
3

 √x3 + C

3  
⌠
⎮
⌡

 (4 sin x - 1

x2
 ) dx

 تعريف الأسُِّ السالب
⌠
⎮
⌡

 (4 sin x - 1

x2
 ) dx = 

⌠
⎮
⌡

 (4 sin x - x-2 )  dx

sin x المضروب في  تكامــل 
ة cos x + x-1 + C 4- = ثابت، وتكامل اقتران القوَّ

cos x + 1 4- = تعريف الأسُِّ السالب
x

 + C

ق من فهمي أتحقَّ

أجد كُلاًّ من التكاملات الآتية:

a)  
⌠
⎮
⌡

 (5x2 + 7ex ) dx    b)  
⌠
⎮
⌡

 (9 cos x + 4

x3
 ) dx

c)  
⌠
⎮
⌡

 ( ∛x - sin x) dx

مثال 1

ر  أتذكَّ

: إذا كان k ثابتًا، فإنَّ

.
⌠
⎮
⌡

 k dx = kx + C

ر  أتذكَّ

: إذا كان k ثابتًا، فإنَّ

· 
⌠
⎮
⌡

 kf (x) dx = 

  k
⌠
⎮
⌡

f(x) dx

· 
⌠
⎮
⌡

 xn dx = 

  1
n + 1

 xn+1 + C, 

  n ≠ -1
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أجد كُلاًّ من التكاملات الآتية:

1  
⌠
⎮
⌡

 ( 1
x

 + 6 sin x) dx 

 sin x 1 ، وتكامل
x

تكامل 
المضروب في ثابت 

⌠
⎮
⌡

 ( 1
x

 + 6 sin x) dx = ln |x| - 6 cos x + C

2  
⌠
⎮
⌡

 (2ex + 3
x

 ) dx

ex المضــروب في ثابت،  تكامل 
1 المضروب في ثابت

x
وتكامل 

⌠
⎮
⌡

 (2ex + 3
x

 ) dx = 2ex + 3 ln |x| + C

مثال 2

1
x

تكامل الاقتران: 

.⌠
⎮
⌡

 1
x

 = ln x + C :  d ، وهذا يعني أنَّ
dx

 (ln x) = 1
x

 : تعلَّمْتُ سابقًا أنَّ

 : ف فقط عندما يكون  x > 0، فإنَّ بما أنَّ ln x مُعرَّ
⌠
⎮
⌡

 1
x

 dx = ln x + C  , x > 0 …… 1

.x < 0  ف عندما يكون ولكنَّ ln(-x) مُعرَّ

: باستعمال قاعدة السلسلة، فإنَّ
d 

dx
 (ln (-x)) = 1

-x
 × -1 = 1

x

: وهذا يعني أنَّ
⌠
⎮
⌡

 1
x

 dx = ln (-x) + C  , x < 0 …… 2

ل إلى القاعدة الآتية: ، فإنَّه يُمكِن التوصُّ 2 1 و  بدمج النتيجتين 

 
⌠
⎮
⌡

 1
x

 dx = ln |x| + C, x ≠ 0

تكامل الاقتران اللوغاريتمي الطبيعيمفهوم أساسي
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الوحدة 4

3  
⌠
⎮
⌡

 2x5 - 4
x

  dx

 بقسمة كل حدٍّ في البسط على المقام
⌠
⎮
⌡

 2x5 - 4
x

  dx = 
⌠
⎮
⌡

 ( 2x5

x
 - 4

x
 )  dx

 = بالتبسيط
⌠
⎮
⌡

 (2x4 - 4
x

 )  dx

ة المضــروب في  تكامــل اقتــران القوَّ
1 المضروب في ثابت

x
2 = ثابت، وتكامل 

5
 x5 - 4 ln |x| + C

ق من فهمي أتحقَّ

أجد كُلاًّ من التكاملات الآتية:

a)  
⌠
⎮
⌡

 ( 1
x

 + 8 ex )  dx   b)  
⌠
⎮
⌡

 (sin x - 5
x

 )  dx  c)  
⌠
⎮
⌡

 x2 - 7x + 2

x 2
  dx

f(ax + b) :تكامل اقترانات أساسية في صورة

ي الطبيعي، واقتران الجيب، واقتران  ة، والاقتران الأسُِّ تعلَّمْتُ ســابقًا إيجاد تكامل اقتران القوَّ
1 . والآن سأتعلَّم كيف أجد تكاملًاتها إذا كانت في صورة: f(ax + b)؛ 

x
جيب التمام، واقتران 

ذلك أنَّ كُلًاًّ منها ناتج من اشتقاق اقتران أصلي باستعمال قاعدة السلسلة.

: إذا كان a ,b عددين حقيقيين، و a ≠ 0، وe هو العدد النيبيري، فإنَّ

1) 
⌠
⎮
⌡

 (ax + b)n dx = 1
a(n + 1)

  (ax + b)n+1 + C ,  n ≠ -1

2) 
⌠
⎮
⌡

 eax + b dx = 1
a

 eax + b + C 

3) 
⌠
⎮
⌡

 sin (ax + b) dx = - 1
a

 cos (ax + b) + C

4) 
⌠
⎮
⌡

 cos (ax + b) dx = 1
a

 sin (ax + b) + C

5) 
⌠
⎮
⌡

 1
ax + b

  dx = 1
a

 ln |ax + b| + C ,  x ≠ - b
a

 

f(ax + b)  :تكامل اقترانات في صورة مفهوم أساسي ر  أتذكَّ

· d
dx

 ((ax+b)n ) = 

 n a(ax+b)n-1

· d
dx

 (eax+b ) = aeax+b

· d
dx

 (cos (ax+b) = 

 -a sin (ax+b)

· d
dx

 sin (ax+b) = 

 a cos (ax+b)
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م  أتعلَّ

ق من صحة  يُمكِــن التحقُّ
الحَــلِّ باشــتقاق ناتــج 
التكامــل، ومقارنة ناتج 
الاشــتقاق بالاقتــران 

المُكامَل.

أجد كُلاًّ من التكاملات الآتية:

1  
⌠
⎮
⌡

 (2x + 7)5 dx

(ax + b)n تكامل 
⌠
⎮
⌡

(2x+7)5 dx = 1
2

 × 1
6

 (2x + 7)6 + C

1 = بالتبسيط
12

 (2x + 7)6 + C

2  
⌠
⎮
⌡

 1

√4x - 2
  dx

ية  بكتابة المُكامَل في صورة أُسِّ
⌠
⎮
⌡

 1

√4x - 2
 dx = 

⌠
⎮
⌡

 (4x - 2)-1/2 dx

(ax + b)n 2 = تكامل
4

 (4x - 2)1/2 + C

1 = بالتبسيط
2

 (4x - 2)1/2 + C

1 = الصورة الجذرية
2

 √4x - 2 + C

3  
⌠
⎮
⌡

 2e4x + 3  dx

 تكامل eax+b المضروب في ثابت
⌠
⎮
⌡

 2e4x + 3  dx = 2 × 1
4

 e4x + 3 + C

1 = بالتبسيط
2

 e4x + 3 + C

4  
⌠
⎮
⌡

 2 sin(4x + 3)  dx

sin (ax + b) تكامل
 المضروب في ثابت

⌠
⎮
⌡

 2 sin(4x + 3)  dx = -2 × 1
4

 cos(4x + 3) + C

1 - = بالتبسيط
2

 cos(4x + 3) + C

مثال 3
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الوحدة 4

5  
⌠
⎮
⌡

 (5 cos(2x + 3) + ∛x ) dx

ية ⌠بكتابة x∛ في صورة أُسِّ
⎮
⌡

(5 cos(2x+3)+ ∛x )dx = 
⌠
⎮
⌡

(5cos(2x+3)+x1/3) dx

تكامل cos (ax+b) المضروب في 
ة ثابت، وتكامل اقتران القوَّ

 = 5 × 1
2

 sin(2x+3) + 3
4

 x4/3 + C

5 = الصورة الجذرية
5

 sin(2x+3) + 3
4

  ∛x4 + C

6  
⌠
⎮
⌡

 1

8x - 1
  dx

1
ax + b

 تكامل 
⌠
⎮
⌡

 1
8x - 1

  dx = 1
8

  ln |8x - 1| + C

ق من فهمي أتحقَّ

أجد كُلاًّ من التكاملات الآتية:

a)  
⌠
⎮
⌡

 (7x - 5)6  dx   b)  
⌠
⎮
⌡

 √2x + 1  dx

c)  
⌠
⎮
⌡

 4cos(3x - 7)  dx  d)  
⌠
⎮
⌡

 (sin 5x + e2x )  dx

e)  
⌠
⎮
⌡

 (6x2 - 3e7x + 1)  dx  f)  
⌠
⎮
⌡

 5
3x + 2

  dx

ق الاقتران الأصلي، ويُمكِن بتعويضها إيجاد قيمة  لي هو نقطة تُحقِّ تعلَّمْتُ سابقًا أنَّ الشرط الأوَّ
ق شرط المسألة،  ثابت التكامل C، ويُمكِن بها أيضًا تحديد الاقتران الأصلي الوحيد الذي يُحقِّ

لي يُستعمَل كثيرًا لتحديد اقترانات تُنمذِج مواقف علمية وحياتية. علمًا بأنَّ الشرط الأوَّ
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  مثال 4 : من الحياة

بيئــة: فــي دراســة أجرتهــا شــركة نفطيــة، تبيَّــن 

ل إنتــاج إحــدى الآبــار النفطيــة يُنمــذَج  أنَّ مُعــدَّ

R '(t) = 100، حيــث R(t) عــدد 

t + 1
بالاقتــران:5 + 

البراميل المُنتَجة )بالآلاف( في السنة، وt عدد السنوات 

منــذ بَدْء ضَخِّ النفــط من البئر. أجد عــدد براميل النفط 

.R(0) = 0 َّخِّ من البئر، علمًا بأن المُنتَجة بعد 9 سنوات من بَدْء عملية الضَّ

.R '(t) :الخطوة 1: أجد تكامل الاقتران

R(t) = 
⌠
⎮
⌡

 R '(t)  dt R(t) = 
⌠
⎮
⌡

 ( 100

t + 1
 + 5) dt

1 المضروب في ثابت، وتكامل الثابت
ax + b

ln |t + 1| + 5t + C 100 = تكامل 

.C الخطوة 2: أجد ثابت التكامل

R(t) = 100 ln |t +1| + 5t + C قاعدة الاقتران

t = 0, R(0) = 0 100 = 0 بتعويض ln |0 +1| + 5(0) + C

C بحَلِّ المعادلة لـ C = 0

 إذن، الاقتــران الــذي يُمثِّــل عــدد براميــل النفــط المُنتَجــة )بــالآلاف( فــي الســنة هــو:
.R(t) = 100 ln |t +1| +5t

.R(9) الخطوة 3: أجد

R(t) = 100 ln |t + 1| + 5t قاعدة الاقتران

t = 9 بتعويض R(9) = 100 ln |9 + 1| + 5(9)

275 ≈ باستعمال الآلة الحاسبة

خِّ من البئر هو: 275 ألف  إذن، عدد براميل النفط المُنتَجة بعد 9 ســنوات من بَدْء عمليــة الضَّ
برميل تقريبًا.

معلومة

يُعَدُّ حقل الغَوّار في المملكة 
العربية الســعودية أكبر حقل 
نفط في العالَــم، وتبلغ طاقة 
إنتاجه القصوى بحسب بعض 
الدراســات نحو 3.8 ملًايين 

برميل من النفط يوميًّا. 
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الوحدة 4

م  أتعلَّ

 (3x2 ) أُلاحِظ أنَّ البسط
 هو مشتقة المقام:

. d

dx
 (x3+5) = 3x2

م  أتعلَّ

يُمكِن التعبير عــن المفهوم 
الأساسي المجاور بالكلمات 

على النحو الآتي: 

إذا كان المُكامَــل كســرًا 

بســطه هو مشــتقة مقامه، 
فإنَّ التكامــل هو لوغاريتم 

القيمة المُطلَقة للمقام.

ق من فهمي أتحقَّ

لٍ يُمكنِ نمذجته  ا بمُعدَّ سكّان: أشارت دراسة إلى أنَّ عدد السكّان في إحدى القرى يتغيَّر سنويًّ
بالاقتران: P '(t) = 105e0.03t، حيث t عدد السنوات منذ عام 2010م، وP(t) عدد السكّان. 

أجد عدد سكّان القرية عام 2020م، علمًا بأنَّ عدد سكّانها عام 2010م هو 3500 شخص.

k 
f '(x)

f(x)
تكامل اقترانات في صورة: 

⌠، وهذا يُمثِّل قاعدة يُمكِن اســتعمالها 
⎮
⌡

 1
x

  dx = ln |x| + C : تعلَّمْتُ في الأمثلة الســابقة أنَّ

لإيجاد تكاملًات مجموعة أوســع من الاقترانــات، مثل الاقترانات التــي تُكتَب في صورة: 

 k؛ أيِ الاقترانات التي يُمكِن كتابتها في صورة يكون فيها البسط أحد مضاعفات مشتقة 
f '(x)

f(x)

: المقام؛ وذلك بملًاحظة أنَّ
d

dx
 (ln | f(x)|) = 

f '(x)

f(x)

: إذا كان f(x) اقترانًا قابلًًا للًاشتقاق، حيث f(x) ≠ 0 فإنَّ

⌠
⎮
⌡

 
f '(x)

f(x)
 dx = ln | f(x)| + C

f '(x)

f(x)
تكامل اقترانات في صورة: 

مفهوم أساسي

أجد كُلاًّ من التكاملات الآتية:

1  
⌠
⎮
⌡

 
3x2

x3 + 5
  dx

f '(x)
f(x)

 تكامل 
⌠
⎮
⌡

 
3x2

x3 + 5
 dx = ln |x3 + 5| + C

مثال 5
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م  أتعلَّ

(6x) هو  بما أنَّ البســط 
أحد مضاعفات مشــتقة 

المقام:
 ،( d

dx
 (x2+9) = 2x)

 6x

x2 + 9
فإنَّني أُعيــد كتابة 

.k f '(x)

f(x)
في صورة: 

التكاملات المحدودة للاقترانات الخاصة

يُمكِنني إيجاد التكامل المحدود لكلٍّ من الاقترانات الخاصة التي تعلَّمْتُ إيجاد تكاملًاتها غير 

المحدودة في هذا الدرس.

2  
⌠
⎮
⌡

 6x

x2 + 9
  dx

k f '(x)
f(x)

 بإعادة كتابة الاقتران في صورة: 
⌠
⎮
⌡

 6x

x2 + 9
 dx = 3 

⌠
⎮
⌡

 2x

x2 + 9
 dx

ln |x2 + 9| + C 3 = بالتبسيط

3  
⌠
⎮
⌡

 x - 1

x2 - 2x + 2
  dx

 بالضرب في2، والقسمة على 2
⌠
⎮
⌡

 x - 1

x2 - 2x + 2
 dx = 1

2
 
⌠
⎮
⌡

 
2 × (x-1)

x2 - 2x + 2
  dx

1 = باستعمال خاصية التوزيع
2

 
⌠
⎮
⌡

 
2x - 2

x2 - 2x + 2
  dx

f '(x)
f(x)

1 = تكامل 
2

 ln |x2 -2x +2| + C

4  
⌠
⎮
⌡

 ex

ex - 1
  dx

f '(x)
f(x)

 تكامل 
⌠
⎮
⌡

 ex

ex - 1
  dx = ln |ex -1| + C

ق من فهمي أتحقَّ

أجد كُلاًّ من التكاملات الآتية:

a)  
⌠
⎮
⌡

 2x + 3

x2 + 3x
  dx    b)  

⌠
⎮
⌡

 9x2

x3 + 8
  dx

c)  
⌠
⎮
⌡

 x + 1

4x2 + 8x
  dx    d)  

⌠
⎮
⌡

 e3x

e3x + 5
  dx
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ر أتذكَّ

ln 1 = 0

أجد قيمة كلٍّ من التكاملات الآتية:

1  
⌠ 1
⎮
⌡ 0

 (6e-3x + 12x3)  dx

ي الطبيعي  تكامل الاقتران الأسُِّ
ة المضروب في ثابت، واقتران القوَّ

⌠ 1
⎮
⌡ 0

 (6e-3x + 12x3) dx = (-2e-3x + 3x4) 
⎮ 1
⎮
⎮ 0

( 2e-3(0) + 3 (0)4-) - ( 2e-3(1) + 3(1)4-) = بالتعويض

2e-3 + 5- = بالتبسيط

2  
⌠ 2
⎮
⌡ -1

 (x + 1)3  dx

(ax + b)n تكامل 
⌠ 2
⎮
⌡ -1

 (x + 1)3  dx = 1
4

 (x +1)4 
⎮ 2
⎮
⎮ -1

1 = بالتعويض
4

 ((2+1)4 - (-1+1)4 )

81 = بالتبسيط
4

3  
⌠ 3
⎮
⌡ 2

 1
7 - 2x

  dx

1
ax + b

 تكامل 
⌠ 3
⎮
⌡ 2

 1
7 - 2x

  dx = - 1
2

 ln |7-2x| 
⎮ 3
⎮
⎮ 2

 - = بالتعويض
1
2

 (ln |7-2(3)| - ln |7-2(2)|)

1 = بالتبسيط
2

 ln 3

ق من فهمي أتحقَّ

أجد قيمة كلٍّ من التكاملات الآتية:

a)  
⌠ 2
⎮
⌡ 0

 (4e2x + 7)  dx  b)  
⌠ 4
⎮
⌡ 0

 1

√6x + 1
  dx   c)  

⌠ 4
⎮
⌡ 0

 8x

x2 + 1
  dx

مثال 6

ر  أتذكَّ

e0 = 1



52

ب وأحُلُّ المسائل أتدرَّ

أجد كُلاًّ من التكاملات الآتية:

1  
⌠
⎮
⌡

 ( 1
2

 ex + 3x)  dx 2  
⌠
⎮
⌡

 ( 
x2 + 2x +1

x2
 )  dx 3  

⌠
⎮
⌡

 (ex +1)2 dx

4  
⌠
⎮
⌡

 1
x

 (x + 2)  dx 5  
⌠
⎮
⌡

 ( 4

x3
 + 5

x
 )  dx 6  

⌠
⎮
⌡

 ( √x + 3e6x - 7
x

 )  dx

7  
⌠
⎮
⌡

 ( 3
x + 1

  - 5e-2x )  dx 8  
⌠
⎮
⌡

 
1

√2x - 3
  dx  9  

⌠
⎮
⌡

 (sin (2x-3) + e6x-4 )  dx 

10  
⌠
⎮
⌡

 4 cos (6x +1)  dx  11  
⌠
⎮
⌡

 sin x + 3 cos x
4

  dx 12  
⌠
⎮
⌡

 (e6x + (1-2x)6)  dx

13  
⌠
⎮
⌡

 x

x2 + 1
  dx 14  

⌠
⎮
⌡

 x2

x3 - 3
  dx 15  

⌠
⎮
⌡

 x2 - x

2x3 -3x2 +12
  dx

16  
⌠
⎮
⌡

 ex + 7

ex
  dx 17  

⌠
⎮
⌡

 1

5 - 1
4

 x
  dx 18  

⌠
⎮
⌡

 (4x3 +2+3 sin (5-3x))  dx

19  
⌠
⎮
⌡

 e2x

e2x + 3
  dx 20  

⌠
⎮
⌡

 3

(1 - 4x)2   dx 21  
⌠
⎮
⌡

 1 + xex

x
  dx

أجد قيمة كلٍّ من التكاملات الآتية:

22  
⌠ 2
⎮
⌡ 1

 (2x + 3ex - 4
x

 )  dx 23  
⌠ 5
⎮
⌡ 0

 x

x2 + 10
  dx 24  

⌠ 4
⎮
⌡ 3

 (2x - 6)4  dx

ك جُسَيْم في مسار مستقيم، وتعطى سرعته المتجهة بالاقتران: v(t) = e-2t، حيث t الزمن بالثواني، وv سرعته   25  يتحرَّ

المتجهة بالمتر لكل ثانية. إذا كان الموقع الابتدائي للجُسَيْم m 2، فأجد موقع الجُسَيْم بعد t ثانية من بَدْء الحركة.

في كلٍّ ممّا يأتي المشــتقة الأولى للاقتران f(x)، ونقطة يمرُّ بها منحنى y = f(x). أســتعمل المعلومات المعطاة لإيجاد 
: f(x) قاعدة الاقتران

26  f '(x) = 5ex ; (0, 1
2

 ) 27  f '(x) = 2
x

 - 1

x2 ; (1, -1) 28  f '(x) = e-x + x2 ; (0, 4)

 ، فأجد قاعدة العلًاقــة y، علمًا بأنَّ منحناها يمرُّ 
dy

dx
 = 2x + 

3
x + e

 29  إذا كان ميــل المماس لمنحنــى العلًاقة y هو: 

.(e, e2 ) بالنقطة
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 P(t) بيئة: في دراسة تناولت أسماكًا في بحيرة، تبيَّن أنَّ عدد الأسماك
ل: P'(t) = -0.51e-0.03t، حيث t الزمن بالســنوات بعد  يتغيَّر بمُعدَّ

بَدْء الدراسة: 

 30  أجد قاعدة الاقتران P(t) عند أيِّ زمن t، علمًا بأنَّ عدد الأسماك 

عند بَدْء الدراسة هو 1000 سمكة.

 31 أجد عدد الأسماك بعد 10 سنوات من بَدْء الدراسة.

لٍ يُمكنِ نمذجته بالاقتران: A'(t) = -0.9e-0.1t، حيث t عدد الأيام بعد الإصابة بالجرح،  طــب: يلتئم جرح جلدي بمُعدَّ
وA(t) مساحة سطح الجرح بالسنتيمتر المربع: 

.9 cm2 علمًا بأنَّ مساحة سطح الجرح عند الإصابة هي ،t عند أيِّ زمن A(t) 32 أجد قاعدة الاقتران 

 33 أجد مساحة سطح الجرح بعد 5 أيام من الإصابة.

مهارات التفكير العليا

⌠، وكان 
⎮
⌡

 1
2x

 dx :34  أكتشــف الخطأ: أوجد أحمد ناتج التكامل 

حَلُّه على النحو المجاور.

حه.  أكتشف الخطأ في حَلِّ أحمد، ثم أُصحِّ

: أجد كل تكامل ممّا يأتي:  تحدٍّ

35  
⌠
⎮
⌡

  √ex  dx 36  
⌠
⎮
⌡

 cos x
3 + 2 sin x

  dx 37  
⌠
⎮
⌡

(x2 + 2x +1)5  dx

رًا إجابتي؟  38 أكتشف المُختلفِ: أيُّ التكاملًات الآتية مُختلِف، مُبرِّ

⌠
⎮
⌡

 1

(x + 1)2  dx

   

⌠
⎮
⌡

 
1

√x - 1
  dx

   

⌠
⎮
⌡

 1
x + 1

  dx

   

⌠
⎮
⌡

 (x-1)3  dx

 
⌠
⎮
⌡

 1
2x

  dx = 
⌠
⎮
⌡

 2 × 1
2x

  dx

 = 
⌠
⎮
⌡

 2
2x

  dx

 = ln |2x| + C

✗
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الدرس

6
إيجاد تكاملًات باستعمال طريقة التعويض. فكرة الدرس     

التكامل بالتعويض. المصطلحات    

مسألة اليوم  يُمثِّل الاقتران C(t) تركيز دواء في الدم بعد t ســاعة من حقنه في جســم مريض،    

ب ( mg/ cm3). إذا كان تركيز الدواء  حيث C مَقيسة بالملّيغرام لكل سنتيمتر مُكعَّ

 = C '(t)، فأجد مقدار التغيُّر في تركيز 
0.3t

√t 2 + 16
ل:   في دم المريض يتغيَّر بمُعــدَّ

الدواء بالدم خلًال الساعات الثلًاث الأولى التي تلت حقنه في جسم المريض.

التكامل بالتعويض 

تعلَّمْتُ سابقًا أنَّ التكامل يُســتعمَل في إيجاد اقتران أصلي للًاقتران المُكامَل، وذلك بالبحث 
عن اقتران ينتج من مشــتقته الاقتــران المُكامَل. غير أنَّه لا يُمكِن إيجــاد اقتران أصلي لبعض 
⌠؛ لذا يتعيَّن اســتعمال طرائق أُخرى 

⎮
⌡

 2x(x2 -3)5  dx :التكاملًات بصورة مباشــرة، مثــل
ن  للتكامل، مثل التكامل بالتعويض )integration by substitution(، وهي طريقة تتضمَّ

استعمال مُتغيِّر جديد بدلًا من مُتغيِّر التكامل.

باع  ⎮⌠ باستعمال مُتغيِّر جديد، وليكن u، بدلًا من المُتغيِّر x، باتِّ
⌡

 2x(x2 -3)5  dx :يُمكِن إيجاد
الخطوات الآتية:

.u = x2 -3 : الخطوة 1: أفترض أنَّ u هو المقدار المرفوع إلى الأسُِّ 5؛ أيْ إنَّ

. du
dx

 = 2x :وهي ،u الخطوة 2: أجد مشتقة

.dx = du
2x

 :dx الخطوة 3: أحُلُّ المعادلة لـ

الخطوة 4: أستعمل المُتغيِّر u بدلًا من المُتغيِّر x في التكامل.

التكامل بالتعويض
Integration by Substitution

ر  أتذكَّ

لا توجد قاعــدة لتكامل 
الضــرب، أو تكامــل 

القسمة.

م  أتعلَّ

عند اســتعمال التعويض 
لحَــلِّ التكامــل، فــإنَّ 
التكامل الجديد يجب أنْ 
يكون كله بدلالة المُتغيِّر 

الجديد.
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م  أتعلَّ

بوجــه عــام، إذا احتوى 

المُكامَــل علــى اقتران 
مضــروب في مشــتقته، 
فيُمكِــن حَــلُّ التكامــل 

بتعويض الاقتران.

u = x2-3,dx = du
2x

 بتعويض 
⌠
⎮
⌡

 2x(x2 -3)5 dx = 
⌠
⎮
⌡

 2x(u)5 × du
2x

 = بالتبسيط
⌠
⎮
⌡

 u5 du

ة 1 = تكامل اقتران القوَّ
6

 u6 + C

u = x2 - 3 1 = بتعويض
6

 (x2 -3)6 +C

 .(x2 -3) 2( هو مشتقةx ( َّأن  ⌠⎮
⌡

 2x(x2 -3)5  dx :أُلاحِظ من

بوجــه عــام، يُمكِــن حَــلُّ أيِّ تكامــل بطريقــة التعويــض إذا أمكــن كتابته فــي صورة: 
.⌠

⎮
⌡

 f(g(x)) g '(x)dx

ر  أتذكَّ

ــق مــن  يُمكِننــي التحقُّ
صحــة إجابتــي بإيجاد 
مشــتقة الاقتران الأصلي 
مُستعمِلًًا قاعدة السلسلة، 
ومقارنــة الناتج بالاقتران 

المُكامَل:
d

dx
 ( 1

6
 (x2 -3)6 +C )

= 1
6

 ×6×(x2-3)5 ×2x

= 2x (x2 -3)5

 ،I اقترانًا متصلًًا على f وكان ،I اقترانًا قابلًًا للًاشــتقاق، ومداه الفترة u = g(x) :إذا كان
: فإنَّ

⌠
⎮
⌡

 f(g(x)) g '(x)  dx = 
⌠
⎮
⌡

 f(u)  du

التكامل بالتعويض للتكاملات غير المحدودة مفهوم أساسي

د التعويض u الذي يُمكِن به تبسيط المُكامَل. الخطوة 1: أُحدِّ

الخطوة 2:  أُعبِّر عن المُكامَل بدلالة u وdu، وأحذف مُتغيِّر التكامل الأصلي ومشــتقته 

حذفًا كاملًًا، ثم أكتب المُكامَل الجديد في أبسط صورة.

الخطوة 3: أجد التكامل الجديد.

الخطوة 4:  أُعبِّر عــن الاقتران الأصلي الذي أوجدته في الخطوة الســابقة باســتعمال 

المُتغيِّر الأصلي، عن طريق التعويض.

خطوات حلِّ التكامل بالتعويض مفهوم أساسي

يُمكِن تلخيص خطوات حَلِّ التكامل بالتعويض كما يأتي:
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أجد كُلاًّ من التكاملات الآتية:

1  
⌠
⎮
⌡

 3x2 (x3 + 1)7  dx

: ، فإنَّ : u = x3 + 1. ومن ثَمَّ أفترض أنَّ

du
dx

 = 3x2  ⟹ dx = du

3x2

u = x3 +1, dx = du

3x2
 بتعويض 

⌠
⎮
⌡

 3x2 (x3 +1)7  dx = 
⌠
⎮
⌡

 3x2 (u)7 × du

3x2

 = بالتبسيط
⌠
⎮
⌡

 u7  du

ة 1 = تكامل اقتران القوَّ
8

 u8 + C

u = x3 + 1 1 = بتعويض
8

 (x3 +1)8 + C

2  
⌠
⎮
⌡

 2x √x2 + 6  dx

: ، فإنَّ : u = x2 + 6. ومن ثَمَّ أفترض أنَّ

du
dx

 = 2x  ⟹ dx = du
2x

u = x2 + 6, dx = du
2x

 بتعويض 
⌠
⎮
⌡

 2x √x2 + 6  dx = 
⌠
⎮
⌡

 2x √u × du
2x

 = بالتبسيط
⌠
⎮
⌡

 √u  du

ية  = الصورة الأسُِّ
⌠
⎮
⌡

 u1/2  du

ة 2 = تكامل اقتران القوَّ
3

 u3/2 +C

u = x2 + 6 2 = بتعويض
3

 (x2 + 6)3/2 + C

2 = الصورة الجذرية
3

 √(x2+6)3 + C

مثال 1

م  أتعلَّ

يجــب عكــس عمليــة 
التعويــض بعــد إجــراء 

التكامل.

ر  أتذكَّ

ــق مــن  يُمكِننــي التحقُّ
صحــة إجابتــي بإيجاد 
مشتقة الاقتران الأصلي، 
ومقارنــة الناتج بالاقتران 

المُكامَل.
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3  
⌠
⎮
⌡

 cos x esin x  dx

: ، فإنَّ : u = sin x. ومن ثَمَّ أفترض أنَّ

du
dx

 = cos x  ⟹ dx = du
cos x

u = sin x, dx = du
cos x

 بتعويض 
⌠
⎮
⌡

 cos x e sin x  dx = 
⌠
⎮
⌡

 cos x eu × du
cos x

 = بالتبسيط
⌠
⎮
⌡

 eu  du

ي الطبيعي  eu + C = تكامل الاقتران الأسُِّ

u = sin x بتعويض = esin x + C

4  
⌠
⎮
⌡

 ln x
x

  dx

: ، فإنَّ : u = ln x. ومن ثَمَّ أفترض أنَّ

du
dx

 = 1
x

  ⟹ dx = x du

 بإعادة كتابة المُكامَل
⌠
⎮
⌡

 ln x
x

  dx = 
⌠
⎮
⌡

 1
x

 × ln x dx

u = ln x, dx = x du بتعويض = 
⌠
⎮
⌡

 1
x

 × u × x du

 = بالتبسيط
⌠
⎮
⌡

u du

ة 1 = تكامل اقتران القوَّ
2

 u2 + C

u = ln x 1 = بتعويض
2

 (ln x)2 + C

م أتعلَّ

كتابــة المُكامَــل بصورة 
ل عمليــة  أُخــرى تُســهِّ

التعويض.

ر أُفكِّ

هل يُمكِن تعويض: 
ر  u = cos x؟ أُبرِّ

إجابتي.
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5  
⌠
⎮
⌡

 x4  sin (x5 -8)  dx

: ، فإنَّ : u = x5 -8. ومن ثَمَّ أفترض أنَّ
du
dx

 = 5x4  ⟹ dx = du

5x4

u = x5-8, dx = du

5x4
 بتعويض 

⌠
⎮
⌡

x4 sin (x5-8) dx = 
⌠
⎮
⌡

 x4 sin (u) × du

5x4

 = بالتبسيط
⌠
⎮
⌡

 1
5

 sin u  du

1 - = تكامل sin u المضروب في ثابت
5

 cos u + C

u = x5 -8 1 - = بتعويض
5

 cos (x5 -8) + C

6  
⌠
⎮
⌡

 sin3 x cos x  dx

: ، فإنَّ : u = sin x. ومن ثَمَّ أفترض أنَّ
du
dx

 = cos x  ⟹ dx = du
cos x

u = sin x, dx = du
cos x

 بتعويض 
⌠
⎮
⌡

 sin3 x cos x dx = 
⌠
⎮
⌡

 u3 × cos x × du
cos x

 = بالتبسيط
⌠
⎮
⌡

 u3 du

ة  1 = تكامل اقتران القوَّ
4

 u4 + C

u = sin x 1 = بتعويض
4

 sin4 x + C

ق من فهمي أتحقَّ

أجد كُلاًّ من التكاملات الآتية:

a)  
⌠
⎮
⌡

 6x2 (2x3 -3)4  dx   b)  
⌠
⎮
⌡

 x ex 2 + 1  dx

c)  
⌠
⎮
⌡

 4x + 8

√2x2 + 8x
  dx    d)  

⌠
⎮
⌡

 
(ln x)2

x
  dx

e)  
⌠
⎮
⌡

 x3 cos (x4 -5)  dx   f)  
⌠
⎮
⌡

 cos4 x sin x  dx

ر  أتذكَّ

sin3 x = (sin x)3



59

الوحدة 4

ق الاقتران الأصلي، ويُمكِن بتعويضها إيجاد قيمة  لي هو نقطة تُحقِّ تعلَّمْتُ سابقًا أنَّ الشرط الأوَّ
ق شرط المسألة. ثابت التكامل C، ويُمكِن بها أيضًا إيجاد الاقتران الأصلي الوحيد الذي يُحقِّ

  مثال 2 : من الحياة

 x سعر حذاء رياضي بالدينار، حيث p(x) أسعار: يُمثِّل الاقتران

 = p'(x) هو 
-136 x

√9 + x2
عدد الأحذية المَبيعة بالمئات. إذا كان: 

ل التغيُّر في سعر الحذاء، فأجد p(x)، علمًا بأنَّ سعر الحذاء  مُعدَّ

الواحد JD 30 عندما يكون عدد الأحذية المَبيعة 400 حذاء.

.p'(x) :الخطوة 1:  أجد تكامل الاقتران

p(x) = 
⌠
⎮
⌡

 p'(x) dx p(x) = 
⌠
⎮
⌡

 
-136 x

√9 + x2

: ، فإنَّ : u = 9 + x2. ومن ثَمَّ أفترض أنَّ
du
dx

 = 2x  ⟹ dx = du
2x

u = 9 + x2, dx = du
2x

 = p(x) بتعويض 
⌠
⎮
⌡

 
-136 x

√9 + x2
 dx = 

⌠
⎮
⌡

 
-136 x

√u
× du

2x

ية  68- = بالتبسيط، والصورة الأسُِّ
⌠
⎮
⌡

 u-1/2 du

ة المضروب في  تكامل اقتــران القــوَّ
u1/2 + C 136- = ثابت

u + C√ 136- = الصورة الجذرية

9 + x2 = u 9√ 136- = بتعويض + x2 + C

.C الخطوة 2:  أجد ثابت التكامل

p(x) = -136 √9 + x2 +C قاعدة الاقتران

x = 4, p(4) = 30 2(4) + 9√ 136- = 30 بتعويض +C

C + 680- = 30 بالتبسيط

C = 710بحَلِّ المعادلة

  .p(x) = -136 √9 + x2 + 710 :إذن، الاقتران الذي يُمثِّل سعر الحذاء هو

م  أتعلَّ

x يُمثِّــل عــدد  بمــا أنَّ 
الأحذية المَبيعة بالمئات، 
400 فــي  فــإنَّ العــدد 

.x = 4 َّالمسألة يعني أن
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ق من فهمي أتحقَّ

تجارة: يُمثِّل الاقتران p(x) سعر القطعة الواحدة )بالدينار( من مُنتَج مُعيَّن، حيث x عدد القطع 

ل التغيُّر في ســعر   = p'(x)  هو مُعدَّ
-300 x

√(36 + x2)3
المَبيعــة )بالمئات( من المُنتَــج. إذا كان: 

القطعة الواحدة من المُنتَج، فأجد p(x)، علمًا بأنَّ ســعر القطعة الواحدة JD 75 عندما يكون 

عدد القطع المَبيعة 800 قطعة.

التكامل بالتعويض للتكاملات المحدودة

لًا ثم تعويض  توجــد طريقتان لإيجاد قيمة تكامل محدود بالتعويض، همــا: إيجاد التكامل أوَّ
حدود التكامــل، أو تغيير حدود التكامل عنــد تغيير مُتغيِّر التكامل، وهــذه الطريقة هي أكثر 

تفضيلًًا.

: إذا كان ′g متصلًًا على ]a, b[، وكان f متصلًًا على مدى u = g(x)، فإنَّ

⌠ b
⎮
⌡a

 f(g(x)) g '(x)  dx = 
⌠ g(b)
⎮
⌡g(a)

 f(u)  du

التكامل بالتعويض للتكاملات المحدودة مفهوم أساسي

أجد قيمة كلٍّ من التكاملات الآتية:

1  
⌠ 2
⎮
⌡ 1

 4x(x2 +1)3  dx

· : ، فإنَّ : u = x2 + 1. ومن ثَمَّ أفترض أنَّ
du
dx

 = 2x  ⟹ dx = du
2x

أُغيِّر حدود التكامل: ·

الحدُّ السفليالحدُّ العلوي

x = 2 ⟹ u = (2)2 +1 = 5 x = 1 ⟹ u = (1)2 + 1 = 2

مثال 3
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الوحدة 4

u = x2 +1, dx = du
2x

 بتعويض 
⌠ 2
⎮
⌡ 1

 4x(x2 +1)3  dx = 
⌠ 5
⎮
⌡ 2

 4x (u)3  du
2x

 2 = بالتبسيط
⌠ 5
⎮
⌡ 2

 u3  du

ة المضروب في ثابت 1 = تكامل اقتران القوَّ
2

 u4 
⎮ 5
⎮
⎮ 2

1 = بالتعويض
2

 (54 - 24 )

304.5 = بالتبسيط

2  
⌠ 1
⎮
⌡ 0

 (x + 1) √x2 + 2x  dx

· : ، فإنَّ : u = x2 + 2x. ومن ثَمَّ أفترض أنَّ
du
dx

 = 2x + 2  ⟹ dx = du
2x + 2

أُغيِّر حدود التكامل: ·

الحدُّ السفليالحدُّ العلوي

x = 1 ⟹ u = (1)2 + 2(1) = 3x = 0 ⟹ u = (0)2 +2(0) = 0 

u = x2 +2x, dx = du
2x + 2

 بتعويض 
⌠ 1
⎮
⌡ 0

(x+1) √x2+2x  dx = 
⌠ 3
⎮
⌡ 0

(x+1) √u  du
2x+2

 = بإخراج 2 عاملًًا مشتركًا من المقام
⌠ 3
⎮
⌡ 0

 (x+1) √u  du
2(x+1)

1 = بالتبسيط
2

 
⌠ 3
⎮
⌡ 0

 √u  du

ية 1 = الصورة الأسُِّ
2

 
⌠ 3
⎮
⌡ 0

 u1/2  du

ة 1 = تكامل اقتران القوَّ
3

 u3/2 
⎮ 3
⎮
⎮ 0

1 = الصورة الجذرية
3

 √u3 
⎮ 3
⎮
⎮ 0

1 = بالتعويض
3

 (√33 - √03 )

3√ = بالتبسيط
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3  
⌠ 3
⎮
⌡ -1

 8x ex 2  dx

· : ، فإنَّ : u = x2. ومن ثَمَّ أفترض أنَّ
du
dx

 = 2x  ⟹ dx = du
2x

أُغيِّر حدود التكامل: ·

الحدُّ السفليالحدُّ العلوي

x = 3 ⟹ u = (3)2 = 9x = -1 ⟹ u = (-1)2 = 1

u = x2, dx = du
2x

 بتعويض 
⌠ 3
⎮
⌡ -1

 8x ex 2  dx = 
⌠ 9
⎮
⌡ 1

 8x eu du
2x

 4 = بالتبسيط
⌠ 9
⎮
⌡ 1

 eu  du

eu⎮ 9 4 = تكامل الاقتران اللوغاريتمي الطبيعي المضروب في ثابت
⎮
⎮ 1

( e9 - e1)4 = بالتعويض

ق من فهمي أتحقَّ

أجد قيمة كلٍّ من التكاملات الآتية:

a)  
⌠ 1
⎮
⌡ 0

 x2 (x3 -1)4  dx  b)  
⌠ 0
⎮
⌡ -1

 
x3

(2 - x4 )7
  dx    c)  

⌠ e
⎮
⌡ 1

 
ln x

x
  dx

ب وأحُلُّ المسائل أتدرَّ

أجد كُلاًّ من التكاملات الآتية:

1  
⌠
⎮
⌡

 
x

√x2 + 4
  dx 2  

⌠
⎮
⌡

 x2 (2x3 +5)4  dx 3  
⌠
⎮
⌡

 3x √x2 +7  dx

4  
⌠
⎮
⌡

 x6 e 1- x 7  dx 5  
⌠
⎮
⌡

 x4

(x5 + 9)3
  dx 6  

⌠
⎮
⌡

 (3x2 -1) e x 3 - x  dx
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الوحدة 4

7  
⌠
⎮
⌡

 
3x - 3

√x2 - 2x + 4
  dx 8  

⌠
⎮
⌡

 
1

x ln x
  dx  9  

⌠
⎮
⌡

 sin x (1+ cos x)4  dx

10  
⌠
⎮
⌡

 sin5 2x cos 2x  dx 11  
⌠
⎮
⌡

 
sin ( 1

x )
x2

  dx  12  
⌠
⎮
⌡

 cos x

e sin x   dx

13  
⌠
⎮
⌡

 ex (2+ ex )5  dx 14  
⌠
⎮
⌡

 
cos (ln x)

x
  dx 15  

⌠
⎮
⌡

 (3x2-2x-1)(x3-x2-x)4 dx

أجد قيمة كلٍّ من التكاملات الآتية:

16  
⌠ 2
⎮
⌡ 0

 (2x - 1) ex 2-x  dx 17  
⌠ 2
⎮
⌡ 1

 e1/x

x2   dx 18  
⌠ e

3

⎮
⌡ e

 
√ln x

x
  dx

19  
⌠ 1
⎮
⌡ 0

 (x3+x) √x4+2x2+1  dx 20  
⌠ 3
⎮
⌡ 0

 
x

√x 2 + 1
  dx 21  

⌠ 2
⎮
⌡ 1

 2x + 1

(x2 + x + 4)3   dx

أجد مساحة المنطقة المُظلَّلة في كلٍّ من التمثيلين البيانيين الآتيين:

22         23  

  

1

-1
x

y

0

y = 6x (x2 + 1)

     

1-1

4

8

-2-3-4

-4

-8

x

y

0 2 3 4

f(x) = x √16 -x2

في كلٍّ ممّا يأتي المشــتقة الأولى للاقتران f(x)، ونقطة يمرُّ بها منحنى y = f(x). أســتعمل المعلومات المعطاة لإيجاد 
:f(x) قاعدة الاقتران

24  f '(x) = x e 4 - x2 ; (-2, 1)     25  f '(x) = 
2x

(1 - x2)2 ; (0, -1) 

 = v(t)، حيث t الزمن بالثواني، 
-2t

√(1+ t 2 )3
ك جُسَــيْم في مسار مستقيم، وتعطى سرعته المتجهة بالاقتران:   26  يتحرَّ

و v ســرعته المتجهة بالمتر لكل ثانية. إذا كان الموقع الابتدائي للجُسَــيْم m 4، فأجد موقع الجُسَيْم بعد t ثانية من 

بَدْء الحركة.
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 27  زراعــة: يُمثِّل الاقتران V(t) ســعر دونم أرض زراعية فــي الأغوار الأردنية 

ل   = V '(t) هو مُعدَّ
0.4t3

√0.2t 4 +8000
3

)بالدينار( بعد t ســنة من الآن. إذا كان: 

 .JD 5000 علمًا بأنَّ سعره الآن ،V(t) التغيُّر في سعر دونم الأرض، فأجد

لٍ يُمكِن نمذجته بالاقتران:  ا بمُعدَّ  28  ســكّان: أشــارت دراســة إلى أنَّ عدد الســكّان في إحدى المدن يتغيَّر ســنويًّ

 = P'(t)، حيث t عدد الســنوات منذ عام 2015م، وP(t) عدد السكّان بالآلاف. أجد مقدار الزيادة 
4e0.2t

√4 + e0.2t
 

في عدد سكّان المدينة من عام 2015م إلى عام 2025م.

مهارات التفكير العليا

رًا إجابتي؟  29 أكتشف المُختلفِ: أيُّ التكاملًات الآتية مُختلِف، مُبرِّ

⌠
⎮
⌡

 2x + 3

(x2 +3x)2   dx

   

⌠
⎮
⌡

 3x2 e1 + x 3  dx

   

⌠
⎮
⌡

 x cos x2  dx

   

⌠
⎮
⌡

 x(x3 + 1)  dx

1 ⌠، وكان حَلُّها على النحو الآتي:
⎮
⌡ 0

 8x(x2 + 1)3 dx :30 أكتشف الخطأ: أوجدت سعاد ناتج التكامل 

 
⌠ 1
⎮
⌡ 0

 8x(x2 + 1)3  dx = 
⌠ 1
⎮
⌡ 0

 8x × u3 × du
2x

 = 
⌠ 1
⎮
⌡ 0

 4u3 du

 = u4 
⎮ 1
⎮
⎮ 0

 = 1

✗

حه.  أكتشف الخطأ في حَلِّ سعاد، ثم أُصحِّ

.k فأجد قيمة الثابت ،⌠ k
⎮
⌡ 0

 kx2 ex 3  dx = 2
3

 (e8 -1) :إذا كان :  31 تحدٍّ
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أختار رمز الإجابة الصحيحة في كلٍّ ممّا يأتي:

⎮⌠ هي:
⌡

 x3 - 1

x2
 1 قيمة: 

a)  x2

2
 - 1

x
 + C b)  x2

2
 + 1

x
 + C

c)  x2 - 1
x

 + C d)  x2 + 1
x

 + C

2 ⌠، فإنَّ قيمة الثابت k هي:
⎮
⌡ 0

 kx  dx = 6 :2 إذا كان 

a)  1   b)  2

c)  3   d)  4

3 ⌠ هي:
⎮
⌡ 0

 (-x2 + 3x)  dx :3 قيمة 

a)  3 3
4

   b)  21 1
4

c)  4 1
2

   d)  22 1
2

2 ⌠ هي:
⎮
⌡ 0

 e2x  dx :4 قيمة 

a)  e4 - 1  b)  e4 - 2

c)  2e4 - 2  d)  1
2

 e4 - 1
2

4 ⌠ هي:
⎮
⌡ 1

 1

√x
  dx :5 قيمة 

a)  -2   b)  - 7
16

c)  1
2

   d)  2

 6  التكامــل المحــدود الــذي يُمكِن عن طريقــه إيجاد 

 ،f(x) = 4x- x2 :المســاحة بين منحنــى الاقتــران
والمحور x هو:

a)  
⌠ 0
⎮
⌡ 4

 (4x - x2 )  dx

b)  
⌠ 4
⎮
⌡ 0

 (4x - x2 )  dx

c)  
⌠ 0
⎮
⌡ 1

 (4x - x2 )  dx

d)  
⌠ 1
⎮
⌡ 0

 (4x - x2 )  dx

أجد كُلاًّ من التكاملات الآتية:
7  

⌠
⎮
⌡

 3x-1/2  dx

8  
⌠
⎮
⌡

 (8x -10x2)  dx

9  
⌠
⎮
⌡

 5

x3
  dx

10  
⌠
⎮
⌡

 x
2 -1

∛x
  dx

11  
⌠
⎮
⌡

 (5x2 - 2e7x )  dx

12  
⌠
⎮
⌡

 (2x + 3e4x + 5 )  dx

13  
⌠
⎮
⌡

 x2 - 6
2x

  dx

14  
⌠
⎮
⌡

 1

(x - 1)3
  dx

15  
⌠
⎮
⌡

 ex

ex + 4
  dx

16  
⌠
⎮
⌡

 2x ex 2- 1  dx



اختبار نهاية الوحدة

66

17  
⌠
⎮
⌡

 4ex (3 + e2x )  dx

18  
⌠
⎮
⌡

 1 + x

(4+ 2x + x2)8
  dx

19  
⌠
⎮
⌡

 x sin (3 + x2 )  dx

20  
⌠
⎮
⌡

 (3 sin 3x - 4 cos x)  dx 

21  
⌠
⎮
⌡

 (x-sin (7x +2))  dx

22  
⌠
⎮
⌡

 (e3x - e-3x )  dx

23  
⌠
⎮
⌡

 2
1 - 5x

  dx

y هــو:   24  إذا كان ميــل الممــاس لمنحنــى العلًاقــة 

dy ، فأجــد قاعــدة العلًاقــة y، علمًا بأنَّ 

dx
 = 4x - 2

منحناها يمرُّ بالنقطة (3 ,0).

   R'(x) = 4x - 1.2x2 :ي: يُمثِّل الاقتران  25  الإيراد الحدِّ

ي )بالدينار( لكل قطعــة تباع في إحدى  الإيــراد الحدِّ
الشــركات، حيث x عدد القطع المَبيعة، وR(x) إيراد 
بيع x قطعة بالدينار. أجد اقتران الإيرادR(x)، علمًا بأنَّ 

.R(20) = 30000

ك جُسَيْم من السكون، ويعطى تسارعه بالاقتران:   26  يتحرَّ

 aالزمن بالثواني، و t حيــث ،a(t) = cos (3t - π)

تسارعه بالمتر لكل ثانية تربيع. أجد سرعة الجُسَيْم بعد 
t ثانية من بَدْء الحركة.

⌠ -1
⎮
⌡ -5

 f(x)  dx = 4, 
⌠ 5
⎮
⌡ -5

 f(x)  dx = 10,  إذا كان: 

1- ⌠، فأجد كُلاًّ ممّا يأتي:
⎮
⌡ -5

 g(x)  dx = 11

27  
⌠ 5
⎮
⌡ -1

 f(x)  dx 

28  
⌠ -1
⎮
⌡ -5

 7 f(x)  dx 

29  
⌠ -5
⎮
⌡ -1

 (3f(x) - g(x))  dx

أجد قيمة كلٍّ من التكاملات الآتية:

30  
⌠ 3
⎮
⌡ -2

 (3x2 - 4x + 1)  dx

31  
⌠ 3
⎮
⌡ 1

 
x3 + 2x2

x
  dx

32  
⌠ 5
⎮
⌡ 1

 |3 - x|  dx

33  
⌠ 4
⎮
⌡ 1

 20

√x
  dx 

34  
⌠ 5
⎮
⌡ 2

 3x (x + 2)  dx

35  
⌠ 3
⎮
⌡ 2

 2 x e-x 2  dx

36  
⌠ 2
⎮
⌡ 0

 3x2

(x3 + 1)5
  dx

37  
⌠ 1
⎮
⌡ 0

 6x

x2 + 1
  dx

 = f(x)، فأجد قيمة:
⎧
⎨
⎩

x2 + 4     , x < 0

4 - x       , x ≥ 0
 38  إذا كان: 

.⌠ 1
⎮
⌡ -2

 f(x)  dx 
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ك جُسَــيْم في مســار مســتقيم، وتعطى ســرعته   39  يتحرَّ

المتجهــة بالاقتران: v(t) = 5 + et - 2، حيث t الزمن 
بالثواني، وv ســرعته المتجهة بالمتر لكل ثانية. إذا بدأ 
الجُسَــيْم حركته مــن نقطة الأصل، فأجــد موقعه بعد 

3 ثوانٍ من بَدْء الحركة.

في كلٍّ ممّا يأتي المشــتقة الأولى للاقتران f(x)، ونقطة يمرُّ 
بها منحنى y = f(x) . أستعمل المعلومات المعطاة لإيجاد 

:f(x) قاعدة الاقتران

40  f '(x) = 3x2 + 6x - 2; (0, 6)

41  f '(x) = √20

x 2
 ; (1, 400)

42  f '(x) = 2
x

 + 1

x2
 ; (1, 1)

43  f '(x) = 5ex - 4; (0, -1)

44  f '(x) = x √x2 +5 ; (2, 10) 

 45  أجد مســاحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران: 

x، والمســتقيمين:  f(x) = x2 -x -2، والمحــور 

.x = 1 و ،x = -2

 46  طــب: يُمثِّل الاقتــران C(t) تركيز دواء فــي الدم بعد 

t ســاعة من حقنه في جســم مريض، حيث C مَقيسة 

(mg/cm3). إذا  ــب  بالملّيغرام لكل ســنتيمتر مُكعَّ

ل:   كان تركيــز الــدواء فــي دم المريض يتغيَّــر بمُعدَّ

C ' (t) = 3t، فأجد مقدار التغيُّر في تركيز 

√(t 2 + 36)3

الدواء بالدم خلًال الساعات الثماني الأولى التي تلت 

حقنه في جسم المريض.

 47  أجد مســاحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران: 

.x والمحور ،f(x) = 3x2 -3x

أجد مساحة المنطقة المُظلَّلة في كلٍّ من التمثيلات البيانية الآتية:

48  

 

y = x2 + 4x +3

1

1

x

y

0-1
-1

-2-4 -3

2

3

4

49  

 

y = x3

1 x

y

0 0.5-0.5

0.5

1

50  

 
y = -x2

x

y

0

-4

-3

-2

-1

1 2

51  

 
A

1 x

y

0 2

y = xe x
2

-1



الوحدة

5
الإحصاء والاحتمالات

Statistics and Probability

ما أهمية هذه الوحدة؟

تُســتعمَل التوزيعات الاحتمالية لنمذجة التجارب 
العشــوائية والظواهر الطبيعية؛ ما يســاعد على تفسير هذه 

ل إلى اســتنتاجات دقيقة بخصوصها. ويُعَدُّ  الظواهر، والتوصُّ
مهما هذه الوحدة  ين والتوزيع الطبيعي اللذان تُقدِّ توزيع ذي الحدَّ
من أهم التوزيعــات الاحتمالية؛ لمِا لهما من اســتعمالات في 

المجالات العلميــة والحياتية المختلفة. فمثلًًا، يُســتعمَل 
التوزيــع الطبيعــي لنمذجة كتــل المواليــد الجُدُد، 

وضغط الدم في جسم الإنسان، وعلًامات 
الطلبة في الاختبارات. 

68
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مْتُ سابقًا: تعلَّ

✔  حساب التوافيق والتباديل.

✔  إيجــاد احتمــال حادث ما فــي تجربة 

عشوائية.

✔  المُتغيِّر العشوائي، وتوزيعه الاحتمالي.

✔  إيجاد التوقُّع والتباين للمُتغيِّر العشوائي.

م في هذه الوحدة:  سأتعلَّ

ين. ◂ التوزيع الهندسي، وتوزيع ذي الحدَّ

◂  التوقُّع لكلٍّ من التوزيع الهندســي، وتوزيع 

ين. ذي الحدَّ

◂ منحنى التوزيع الطبيعي، وخصائصه.

◂  إيجاد احتمال المُتغيِّر العشوائي الطبيعي.

أســتعمل تدريبات )أستعد لدراســة الوحدة( في الصفحتين )15( و)16( من كتاب 
التمارين؛ لمراجعة هذه الموضوعات قبل البَدْء بدراسة الوحدة.
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الدرس

1
ف التوزيع الاحتمالي والتوقُّع للمُتغيِّر العشوائي الهندسي.  · تعرُّ فكرة الدرس     

تجربة بيرنولي، التجربة الاحتمالية الهندسية. المصطلحات    

مسألة اليوم  ترغب عُلًا أنْ تستقلَّ سيّارة أُجْرة للذهاب إلى عملها. إذا    
ة بالشارع أمام منزلها هي  كانت %5 من الســيّارات المارَّ
سيّارات أُجْرة، ومثَّل X عدد السيّارات التي ستمرُّ أمام عُلًا 
ل سيّارة أُجْرة، فأجد احتمال أنْ تشاهد عُلًا  حتى تشاهد أوَّ

ة عند مرور السيّارة السابعة من أمام منزلها. ل مَرَّ سيّارة أُجْرة أوَّ

تجربة بيرنولي

تجربة بيرنولي (Bernoulli trial) هي تجربة عشــوائية لها أحــد ناتجين فقط، بحيث يُعبَّر 
ة واحدة  عــن أحدهما بالنجاح، ويُعبَّر عن الآخر بالفشــل. فمثلًًا، تجربة إلقــاء قطعة النقد مَرَّ
وملًاحظة الوجه الظاهر تُمثِّل تجربة بيرنولي؛ لأنَّ لها أحد ناتجين: صورة، أو كتابة. وفي هذه 

التجربة، تُعَدُّ الصورة هي النجاح، والكتابة هي الفشل، أو العكس.

بوجه عام، يُمكِن النظر إلى أيِّ تجربة عشوائية بوصفها تجربة بيرنولي، بافتراض أنَّ حدثًا مُعيَّناً 
مــن الفضاء العيني للتجربة هو النجاح، بصرف النظر عن العدد الفعلي لعناصر ذلك الحدث. 
فمثلًًا، عند إلقاء حجر نرد أوجهه مُرقَّمة بالأرقام: {6 ,5 ,4 ,3 ,2 ,1}، يُمكِن عَدُّ هذه التجربة 
تجربة بيرنولي على أســاس أنَّ ظهور عدد أقل من 5 هو النجاح، وأنَّ أيَّ عدد )ناتج( آخر هو 

الفشل.

التجربة الاحتمالية الهندسية

ل نجاح اسم   ل إلى أوَّ يُطلَق على تكرار تجربة بيرنولي عددًا من المَرّات المســتقلة حتى التوصُّ
.(geometric probability experiment) التجربة الاحتمالية الهندسية

م أتعلَّ

لأيِّ تجربــة عشــوائية، 
 (A) يكــون الحــادث 
والحادث (B) مســتقلين 
إذا كان وقوع أحدهما )أو 
عدم وقوعــه( لا يُؤثِّر في 
احتمال وقــوع )أو عدم 

وقوع( الآخر.

التوزيع الهندسي
Geometric Distribution
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ر أُفكِّ

لماذا كان احتمال توقُّف 
رأس الســهم على اللون 
ر  أُبرِّ 1 ؟ 

4
الأحمــر هــو 

إجابتي.

م أتعلَّ

بوجــه عــام، إذا كانــت 
المحــاولات مســتقلة، 
فهذا لا يعنــي بالضرورة 
ثبات احتمال النجاح في 

كل محاولة.

إذا توافرت الشــروط الأربعة الآتية في تجربة عشــوائية ما، فإنَّها تُعَــدُّ تجربة احتمالية 
هندسية:

رة. 1 اشتمال التجربة على محاولات مستقلة ومُتكرِّ

2 فرز النتائج المُمكِنة في كل محاولة إلى نجاح أو فشل.

3 ثبات احتمال النجاح في كل محاولة.

ل نجاح. 4 التوقُّف عند أوَّ

التجربة الاحتمالية الهندسية مفهوم أساسي

أُبيِّن إذا كانت التجربة العشوائية تُمثِّل تجربة احتمالية هندسية في كلٍّ ممّا يأتي:

ــر القرص المجاور الذي ينقســم إلى  ر لمُؤشِّ   تدوير ســلمى المُتكرِّ
فها عند اســتقرار رأس السهم على اللون  4 قطاعات مُتطابقِة، ثم توقُّ

الأحمر.

ق الشروط الأربعة للتجربة الاحتمالية الهندسية: أبحث في تحقُّ

ة حتى توقُّف  ر القرص مَرّات عِدَّ رة )تدوير مُؤشِّ 1  اشــتمال التجربة على محاولات مُتكرِّ

ة لا يُؤثِّر في نتيجة  ر في كل مَرَّ رأس الســهم على اللون الأحمر(. وبما أنَّ تدوير المُؤشِّ
تدويره في المَرّات الأخُرى، فإنَّ هذه المحاولات مستقلة.

2  فرز النتائج المُمكِنة في كل محاولة إلى ناتجين فقط، هما: النجاح )توقُّف رأس السهم 

على اللون الأحمر(، أو الفشل )توقُّف رأس السهم على أيِّ لون آخر(.

. 1
4

3  ثبات احتمال النجاح في كل محاولة، وهو 

ل نجاح. 4 التوقُّف عند أوَّ

إذن، تُمثِّل هذه التجربة العشوائية تجربة احتمالية هندسية.

مثال 1

1
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  ســحب كمال 3 كرات علــى التوالي من دون إرجــاع، من صندوق فيه 4 كــرات حمراء، 
و5 كرات خضراء، ثم كتابة عدد الكرات الحمراء المسحوبة.

ق الشروط الأربعة للتجربة الاحتمالية الهندسية. أبحث في تحقُّ

رة )سحب 3 كرات(. وبما أنَّ نتيجة سحب كل كرة تتأثَّر  ن هذه التجربة محاولات مُتكرِّ تتضمَّ
بنتائج سحب الكرات السابقة بســبب عدم إرجاع الكرات المسحوبة إلى الصندوق، فإنَّ هذه 

المحاولات غير مستقلة.

إذن، لا تُمثِّل هذه التجربة العشوائية تجربة احتمالية هندسية.

ق من فهمي  أتحقَّ

أُبيِّن إذا كانت التجربة العشوائية تُمثِّل تجربة احتمالية هندسية في كلٍّ ممّا يأتي:

 a( إلقاء ريّان حجر نرد منتظمًا 4 مَرّات، ثم كتابة الأعداد الظاهرة.

ر، ثم التوقُّف عند ظهور الصورة.  a( إلقاء حنان قطعة نقد منتظمة بشكل مُتكرِّ

2

ر أتذكَّ

قِيَــم المُتغيِّر  يُرمَز إلــى 
العشوائي بالرمز x، ويُرمَز 
إلــى المُتغيِّر العشــوائي 

.X نفسه بالرمز

ر  أُفكِّ

في الفرع 2 من المثال، إذا 
سُــحِبت الكرات الثلًاث 
على التوالي مع الإرجاع، 
فهــل يُمثِّل ذلــك تجربة 
احتمالية هندســية؟ أُعيد 

الحَلَّ في هذه الحالة.

المُتغيِّر العشوائي الهندسي، وتوزيعه الاحتمالي

تعلَّمْتُ سابقًا أنَّ المُتغيِّر العشوائي هو مُتغيِّر تعتمد قِيَمه على نواتج تجربة عشوائية، وأنَّ التوزيع 

الاحتمالي للمُتغيِّر العشوائي هو اقتران يربط كل قيمة للمُتغيِّر العشوائي باحتمال وقوعها. 

ل  في التجربة الاحتمالية الهندسية، إذا دلَّ المُتغيِّر العشوائي X على عدد المحاولات وصولًا إلى أوَّ

نجاح، فإنَّ X يُسمّى المُتغيِّر العشوائي الهندسي، ويُمكِن التعبير عنه بالرموز على النحو الآتي:

X ∼ Geo(p)

حيث p احتمال النجاح الثابت في كل محاولة.

 : ، فإنَّ المُتغيِّر X يأخذ القِيَم الآتية: ... ,3 ,2 ,1؛ أيْ إنَّ ومن ثَمَّ

x ∈ {1, 2, 3, …}

إذا كان X مُتغيِّرًا عشــوائيًّا هندســيًّا، فإنَّه يُمكِن إيجاد احتمال أنْ يأخــذ X قيمة بعينها ضمن 

مجموعة قِيَمه المُمكِنة باستعمال الصيغة الآتية:
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: x ∈ {1, 2, 3, …}، ويعطى التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر  إذا كان: X ∼ Geo(p)، فــإنَّ
العشوائي X بالقاعدة الآتية:

P(X = x) = p(1-p)x-1

حيث:
ل نجاح. x: عدد المحاولات وصولًا إلى أوَّ

p: احتمال النجاح في كل محاولة.

التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر العشوائي الهندسي مفهوم أساسي

ر  أتذكَّ

حادثيــن   Bو A إذا كان 
متنافيين في تجربة عشوائية، 
فإنَّ احتمال وقوع أحدهما 
على الأقل يساوي مجموع 

احتمالي وقوعهما:
.P(A∪B)=P(A)+P(B)

إذا كان:(X∼Geoa0.8، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

1  PaX = 3) 

P(X = x) = p(1-p)x-1 صيغة التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر العشوائي الهندسي

x = 3, p = 0.8 بتعويض P(X = 3) =(0.8) (1- 0.8 )
2

0.032 = بالتبسيط

2  PaX ≤ 2) 

P(X ≤ 2) = P(X = 1) + P(X = 2) احتمال الحوادث المتنافية

صيغة التوزيع الاحتمالي 
1(0.8-1) (0.8) + 0(0.8-1) (0.8) = للمُتغيِّر العشوائي الهندسي

0.96 = بالتبسيط

3  PaX > 3) 

: المطلوب هو إيجاد P(X > 3)، وهذا يعني أنَّ

P(X > 3) = P(X = 4) + P(X = 5) + P(X = 6) + P(X = 7) + ⋯

مثال 2
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ر  أتذكَّ

مة  احتمــال وقــوع مُتمِّ
الحادث A هــو 1 ناقص 
:A احتمال وقوع الحادث

.P( A ) = 1 - P( A )

م  أتعلَّ

أُلاحِــظ أنَّ X هــو مُتغيِّر 
ق  عشــوائي هندسي لتحقُّ

الشروط الأربعة.

بما أنَّ إيجاد P(X > 3) يتطلَّب إيجاد مجموع عدد غير منتهٍ من الاحتمالات )الكســور(، فإنَّه 
مة الحادث: يَلزم البحث عن طريقة أُخرى لإيجاد الاحتمال، وذلك باستعمال مُتمِّ

مة P(X > 3) = 1- P(X ≤ 3) احتمال المُتمِّ

(P(X = 1)+P(X = 2)+P(X = 3))-1 = احتمال الحوادث المتنافية

صيغة التوزيع الاحتمالي 
( 2(0.2)0.8 + (0.2)0.8 + 0.8)-1 = للمُتغيِّر العشوائي الهندسي

0.008 = باستعمال الآلة الحاسبة

ق من فهمي  أتحقَّ

إذا كان:(X∼Geoa0.4، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

))  P(X = 2)   ))  P(X ≤ 3)    c)  P(X > 4) 

يُمكِن استعمال التوزيع الهندسي في كثير من التطبيقات الحياتية.

  مثال 3 : من الحياة

ر أحمد محاولة تدوير مَقْبضِ الاشتعال  فرن غاز: يكرِّ
في فــرن مطبخه - بعــد حدوث عطــل فيه- حتى 
ــن من تشــغيل الفــرن لطهي الطعــام. إذا كان  يتمكَّ

 ، ومثَّل X عدد محاولات أحمد حتى يشتعل الفرن، 
1
3

احتمال اشتعال الفرن في كل محاولة هو 
فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

ن أحمد من إشعال الفرن في المحاولة الرابعة.  احتمال أنْ يتمكَّ

P(X = n) = p(1-p)n-1 صيغة التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر العشوائي الهندسي

n = 4, p = 1
3

P(X = 4) = 1 بتعويض 
3

 (1 - 1
3

 )
3

8 = بالتبسيط
81

. 8
81

ن أحمد من إشعال الفرن في المحاولة الرابعة هو  إذن، احتمال أنْ يتمكَّ

1
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 احتمال أنْ يحاول أحمد إشعال الفرن أكثر من 4 مَرّات.

: المطلوب هو إيجاد P(X > 4)، وهذا يعني أنَّ

P(X > 4) = P(X = 5) + P(X = 6) + P(X = 7) + ⋯

بما أنَّ إيجاد P(X > 4) يتطلَّب إيجاد مجموع عدد غير منتهٍ من الاحتمالات )الكســور(، فإنَّه 
مة الحادث: يَلزم البحث عن طريقة أُخرى لإيجاد الاحتمال، وذلك باستعمال مُتمِّ

مة P(X > 4) = 1- P(X ≤ 4) احتمال المُتمِّ

(P(X = 1)+P(X = 2)+P(X = 3)+P(X = 4))-1 = احتمال الحوادث المتنافية

صيغــة التوزيــع الاحتمالي 
1 )-1 = للمُتغيِّر العشوائي الهندسي

3
 + 1

3
 ( 2

3
 ) + 1

3
 ( 2

3
 )

2
 + 1

3
 ( 2

3
 )

3
 )

16 = باستعمال الآلة الحاسبة
81

. 16
81

إذن، احتمال أنْ يحاول أحمد إشعال الفرن أكثر من 4 مَرّات هو 

ق من فهمي  أتحقَّ

صناعة: في دراسة لقســم الجودة في مصنع للأواني الفخارية، تبيَّن أنَّ 
في %10 مــن الأواني الفخارية عيبًا مصنعيًّــا. إذا مثَّل X عدد الأواني 
ل إناء مَعيب،  الفخارية التي ســيفحصها مُراقِب الجودة حتى إيجاد أوَّ

فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

ل إناء مَعيب يجده مُراقِب الجودة.  a( احتمال أنْ يكون الإناء العاشر هو أوَّ

ل إناء مَعيب.  a( احتمال أنْ يفحص مُراقِب الجودة أكثر من 3 أوانٍ حتى إيجاد أوَّ

2

التوقُّع للمُتغيِّر العشوائي الهندسي

تعلَّمْتُ ســابقًا أنَّ التوقُّع E(X) للمُتغيِّر العشــوائي X هو الوسط الحســابي لقِيَمه الناتجة من 
تكرار التجربة نفســها عددًا كبيرًا من المَرّات )عند اقتراب العدد من ∞(، وأنَّه يساوي مجموع 

حاصل ضرب كل قيمة للمُتغيِّر X في احتمال وقوعها.

 يُمكِن التعبير عن ذلك بالرموز على النحو الآتي: 

E(X) = ∑ x . P(x)

رموز رياضية 

يُســتعمَل كلٌّ مــن الرمز 
E(X) والرمــز μ للدلالة 

ـر  علــى توقُّــع المُتغيّـِ
.X العشوائي

م  أتعلَّ

 ،X∼Geo(p) إذا كان
: فإنَّ

.P(X > x) = (1-p)x
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إذا كان: X∼Geo(p)، فإنَّ التوقُّع للمُتغيِّر العشوائي X يعطى بالقاعدة الآتية:

E(X) = 1
p

حيث p احتمال النجاح في كل محاولة.

التوقُّع للمُتغيِّر العشوائي الهندسي مفهوم أساسي

إذا كان X مُتغيِّرًا عشوائيًّا هندسيًّا، فإنَّه يُمكِن إيجاد توقُّعه باستعمال الصيغة الآتية:

  مثال 4 : من الحياة

ب لينا على مســابقة رمي السهام. إذا كان  رياضة: تتدرَّ
ع أنْ  احتمال إصابتها الهدف هو 0.2، فكم ســهمًا يُتوقَّ

ة؟ ل مَرَّ تُطلقِ لينا حتى تصيب الهدف أوَّ

ة، فإنَّه يُمكِن استعمال توقُّع  ل مَرَّ بما أنَّ لينا ستستمر في إطلًاق الأسهم حتى تصيب الهدف أوَّ
:X∼Geo(0.2) :المُتغيِّر العشوائي الهندسي الآتي

E(X ) = 1 صيغة التوقُّع للمُتغيِّر العشوائي الهندسي
p

p = 0.2 1 = بتعويض
0.2

5 = بالتبسيط

ة. ل مَرَّ إذن، يُتوقَّع أنْ تُطلِق لينا 5 أسهم حتى تصيب الهدف أوَّ

ق من فهمي  أتحقَّ

ر، والتوقُّف  ر ريّان إلقاء حجر نرد منتظم بشــكل مُتكرِّ لعبة: قرَّ
ع أنْ يرمي ريّان حجر النرد؟ ة يُتوقَّ عند ظهور العدد 4. كم مَرَّ

م أتعلَّ

تشــير القاعدة المجاورة 
إلــى أنَّ التوقُّــع للمُتغيِّر 
العشوائي الهندسي يساوي 
مقلــوب الاحتمال الثابت 
لجميع المحــاولات؛ أيْ 
إنَّــه إذا كان احتمال ظهور 
الصورة عند إلقاء قطعة نقد 

، فإنَّه من   1
2

منتظمة هــو 
المُتوقَّع ظهــور الصورة 
ة بعــد إلقاء قطعة  ل مَرَّ أوَّ

تين. النقد مَرَّ

ر أُفكِّ

إذا افترضْــتُ أنَّ لينــا 
أطلقــت 5 ســهام ولــم 
تصب الهدف، فهل يعني 
ذلــك أنَّ نســبة 0.2 غير 
صحيحــة أو أنَّهــا فقط 

ر إجابتي. مصادفة؟ أُبرِّ



77

الوحدة 5

ب وأحُلُّ المسائل أتدرَّ

أُبيِّن إذا كانت التجربة العشوائية تُمثِّل تجربة احتمالية هندسية في كلٍّ ممّا يأتي:

د، لكلٍّ منها 5   1  عدد الأســئلة التي ستجيب عنها أسماء إجابة صحيحة من بين 25 ســؤالًا من نوع الاختيار من مُتعدِّ

بدائل، واحد منها فقط صحيح، في حال الإجابة عن الأسئلة جميعها بصورة عشوائية. 

ة، علمًا بأنَّ احتمال  ل مَــرَّ ر، والتوقُّف عند إحراز الهدف أوَّ  2  رمي لاعب كرة ســلَّة الكرة نحو الهدف بشــكل مُتكرِّ

ة هو 0.3 إحرازه الهدف في كل مَرَّ

بًا إجابتي إلى أقرب 3 منازل عشرية: إذا كان: (X∼Geoa0.2، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي، مُقرِّ

3  P(X = 2) 4  P(X ≤ 3) 5  P(X ≥ 3)

6  P(3 ≤ X ≤ 5) 7  P(X < 4) 8  P(X > 4)

9  P(1 < X < 3) 10  P(4 < X ≤ 6) 11  P(X < 1)

ر حتى ظهور العدد 7. أجد احتمال   12  أُلقِــي حجر نرد منتظم ذو ثمانية أوجه مُرقَّمة بالأرقام من 1 إلى 8 بشــكل مُتكرِّ

إلقاء حجر النرد 6 مَرّات.

ع لكلٍّ من المُتغيِّرات العشوائية الآتية: أجد التوقُّ

13  X∼Geo(0.3) 14  X∼Geo( 3
7

 ) 15  X∼Geo(0.45)

صناعــة: وجد مصنع لوحدات الإنارة المكتبية أنَّ احتمال أنْ تكون وحدة الإنارة مَعيبة هو 0.10. 

ل وحدة إنارة مَعيبة،  إذا مثَّل X عدد وحدات الإنارة التي ســيفحصها مُراقِب الجودة حتى إيجاد أوَّ

فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي: 

ل وحدة مَعيبة يجدها مُراقِب الجودة.  16 احتمال أنْ تكون وحدة الإنارة الخامسة هي أوَّ

ل وحدة إنارة مَعيبة.  17 احتمال أنْ يفحص مُراقِب الجودة أكثر من 4 وحدات إنارة حتى إيجاد أوَّ

ل وحدة إنارة مَعيبة.  18 العدد المُتوقَّع من وحدات الإنارة التي سيفحصها مُراقِب الجودة حتى إيجاد أوَّ



78

لعبة: اتفقت ليلى وزميلًّاتها على ألّا تُشــارِك أيٌّ منهن في لعبــة حتى ترمي حجر نرد منتظمًا، ويظهر 

الرقم 6. إذا أرادت ليلى المشــاركة في اللعبة، وكان X يُمثِّل عدد مَرّات رميها حجر النرد حتى ظهور 

العدد 6، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

 19 احتمال أنْ ترمي ليلى حجر النرد 3 مَرّات لكي تشارك في اللعبة.

 20 احتمال أنْ ترمي ليلى حجر النرد أكثر من 3 مَرّات لكي تشارك في اللعبة.

مهارات التفكير العليا

 21  أكتشف الخطأ: أرادت لانا حَلَّ السؤال الآتي:

رة حتى  2 . إذا أُلقِيــت قطعة النقد بصورة مُتكرِّ
5

�عند إلقاء قطعــة نقد غير منتظمة، كان احتمال ظهور الصورة هو 
ة الثانية؟�. وكان حَلُّها  ة عند إلقاء قطعة النقــد في المَرَّ ل مَرَّ ة، فما احتمال ظهور الصورة أوَّ ل مَرَّ تظهر الصــورة أوَّ

على النحو الآتي:

 P(X = 2) = 2
5

 (1 - 2
5

 )
2

 = 18
125

✗

رًا إجابتي. حه، مُبرِّ أكتشف الخطأ في حَلِّ لانا، ثم أُصحِّ

رًا إجابتي. P(X ≤ 3) = 819، فأجد P(X > 3)، مُبرِّ
1331

 22 تبرير: إذا كان: X∼Geo(p)، وكان: 

.E(X) فأجد التوقُّع ،P(X = 1) = 0.2 :وكان ،X∼Geo(p) :إذا كان :  23 تحدٍّ
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الدرس

2
ين. ف التوزيع الاحتمالي والتوقُّع والتباين للمُتغيِّر العشوائي ذي الحدَّ · تعرُّ فكرة الدرس     

ين.  المصطلحات   التجربة الاحتمالية ذات الحدَّ   

مسألة اليوم  يستطيع أحد حُرّاس المرمى المحترفين صدَّ أيِّ ركلة جزاء باحتمال    
%20. إذا تعيَّن على حارس المرمى التصدّي لـ 5 ركلًات جزاء في 

ن من صدِّ ركلتين منها فقط؟ إحدى المباريات، فما احتمال أنْ يتمكَّ

ين توزيع ذي الحدَّ
Binomial Distribution

ين التجربة الاحتمالية ذات الحدَّ

دًا من المَرّات المســتقلة اســم  التجربة الاحتمالية  يُطلَق على تكرار تجربة بيرنولي عددًا مُحدَّ
 .(binomial probability experiment) ين ذات الحدَّ

ين:  إذا توافرت الشروط الأربعة الآتية في تجربة عشوائية ما، فإنَّها تُعَدُّ تجربة احتمالية ذات حدَّ
رة. 1 اشتمال التجربة على محاولات مستقلة ومُتكرِّ

2 فرز النتائج المُمكِنة في كل محاولة إلى نجاح أو فشل.

3 ثبات احتمال النجاح في كل محاولة. 

4 وجود عدد محدد من المحاولات في التجربة.

ين التجربة الاحتمالية ذات الحدَّ مفهوم أساسي

ين في كلٍّ ممّا يأتي: أُبيِّن إذا كانت التجربة العشوائية تُمثِّل تجربة احتمالية ذات حدَّ

 إلقاء 10 قطع نقدية منتظمة ومتمايزة، ثم كتابة عدد الصور التي ظهرت.

ين: ق الشروط الأربعة الآتية للتجربة الاحتمالية ذات الحدَّ أبحث في تحقُّ

رة )إلقاء 10 قطع نقدية(. وبما أنَّ نتيجة إلقاء أيٍّ من  1  اشتمال التجربة على محاولات مُتكرِّ

القطع النقدية لا تُؤثِّر في نتيجة إلقاء القطع النقدية الأخُرى، فإنَّ هذه المحاولات مستقلة.

مثال 1

1
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ر  أُفكِّ

في الفرع 2 من المثال، إذا 
سُحِبت الكرات الخمس 

على التوالي مع الإرجاع، 
فهــل يُمثِّل ذلــك تجربة 
يــن؟  احتماليــة ذات حدَّ
أُعيد الحَلَّ في هذه الحالة.

م  أتعلَّ

في المُتغيِّر العشوائي ذي 
ين، من المُمكِن أنَّ  الحدَّ
x = 0، وهــذا يدلُّ على 

عدم إحراز أيِّ نجاح عند 
ة. تكرار المحاولة n مَرَّ

2  فرز النتائج المُمكِنة في كل محاولة إلى ناتجين فقط، هما: النجاح )ظهور الصورة(، أو 

الفشل )ظهور الكتابة(.
 . 1

2
3  ثبات احتمال النجاح في كل محاولة، وهو 

د من المحاولات في التجربة، هو 10. 4 وجود عدد مُحدَّ

ين. إذن، تُمثِّل هذه التجربة العشوائية تجربة احتمالية ذات حدَّ

  ســحب 5 كرات على التوالي من دون إرجاع، من صندوق فيــه 8 كرات حمراء، و7 كرات 
خضراء، ثم كتابة عدد الكرات الحمراء المسحوبة.

رة )سحب 5 كرات(. وبما أنَّ نتيجة سحب كل كرة تتأثَّر  ن هذه التجربة محاولات مُتكرِّ تتضمَّ
بنتائج سحب الكرات السابقة بســبب عدم إرجاع الكرات المسحوبة إلى الصندوق، فإنَّ هذه 

المحاولات غير مستقلة.
ين. إذن، لا تُمثِّل هذه التجربة العشوائية تجربة احتمالية ذات حدَّ

ق من فهمي  أتحقَّ

ين في كلٍّ ممّا يأتي: أُبيِّن إذا كانت التجربة العشوائية تُمثِّل تجربة احتمالية ذات حدَّ

ة، ثم كتابة عدد المَــرّات التي يظهر فيها العدد 1 على الوجه   a(  إلقــاء حجر نرد منتظم 20 مَرَّ

العلوي لحجر النرد.

 a(  اختيار 7 طلبة عشوائيًّا من صف روضة فيه 15 ولدًا و10 بنات، ثم كتابة عدد البنات اللًاتي 

وقع عليهن الاختيار.

2

ين، وتوزيعه الاحتمالي المُتغيِّر العشوائي ذو الحدَّ

ين، إذا دلَّ المُتغيِّر العشــوائي X على عدد مَرّات النجاح في  في التجربة الاحتمالية ذات الحدَّ
 X َّفإن ،p وكان احتمــال النجاح في كل محاولة هو ،n جميــع محاولات التجربة التي عددها

ين، ويُمكِن التعبير عنه بالرموز على النحو الآتي:  يُسمّى المُتغيِّر العشوائي ذا الحدَّ
X ~ B(n, p)

حيث n وp معاملًا المُتغيِّر العشوائي.
 : ، فإنَّ المُتغيِّر X يأخذ القِيَم الآتية: n , ... ,2 ,1 ,0؛ أيْ إنَّ ومن ثَمَّ

x ∈ {0, 1, 2, …, n}
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الوحدة 5

: x ∈ {0, 1, 2, … , n}، ويعطــى التوزيــع الاحتمالــي  إذا كان: X ~ B(n, p)، فــإنَّ
للمُتغيِّر العشوائي X بالقاعدة الآتية:

P(X = r) = ( 
n
r  ) pr (1-p)n-r

حيث:
n: عدد المحاولات في التجربة. 

p: احتمال النجاح في كل محاولة. 

r: عدد المحاولات الناجحة من بين n من المحاولات.

ين التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر العشوائي ذي الحدَّ مفهوم أساسي

ين، فإنَّه يُمكِن إيجاد احتمال أنْ يأخذ X قيمة بعينها ضمن  إذن، إذا كان X مُتغيِّرًا عشوائيًّا ذا حدَّ
مجموعة قِيَمه المُمكِنة باستعمال الصيغة الآتية:

م أتعلَّ

 ( nr  ) تُســتعمَل التوافيق 
لإيجــاد عــدد المَــرّات 
التــي يُمكِن بهــا اختيار 
r شــيئًا من بين n شــيئًا. 
وقد اســتُعمِلت التوافيق 
في قاعدة احتمال توزيع 
ين لإيجاد عدد  ذي الحدَّ
الطرائق المُمكِنة لاختيار 
الأماكــن التي حدث فيها 

النجاح.

إذا كان: (X∼Ba4, 0.3، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

1  PaX = 2)

.n = 4, p = 0.3 :ين هما معاملًا المُتغيِّر العشوائي ذي الحدَّ

 : ، فإنَّ ومن ثَمَّ

ين  ) = P(X = r) صيغة التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر العشوائي ذي الحدَّ
n
r

 ) pr (1-p)n-r

n = 4, r = 2, p =0.3 بتعويض P(X = 2) = ( 
4
2

 ) (0.3)2 (0.7)2

0.2646 = باستعمال الآلة الحاسبة

2  PaX > 2)

P(X > 2) = P(X = 3)+P(X = 4) صيغة الجمع للحوادث المتنافية

صيغة التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر 
ين ) = العشوائي ذي الحدَّ 4

3
) (0.3)3(0.7)1+ ( 4

4
) (0.3)4 (0.7)0

0.0837 = باستعمال الآلة الحاسبة

مثال 2

م أتعلَّ

أُلاحِظ أنَّ المُتغيِّر العشوائي 
قِيَمًــا  يــن يأخــذ  ذا الحدَّ
معدودةً؛ لذا، فإنَّه يُســمّى 

مُتغيِّرًا عشوائيًّا منفصلًًا.

رموز رياضية

يُمكِن اســتعمال أيٍّ من 
الرمــوز الآتية للتعبير عن 
توافيــق n مــن العناصر 

ة: التي أُخِذ منها r كل مَرَّ
C(n, r), ( n

r ), 
n
C

r



82

3  PaX ≤ 3)

مة P(X ≤ 3) = 1- P(X > 3) احتمال المُتمِّ

P(X > 3) = P(X = 4) = 1-P(X = 4)

ين  ) -1 = صيغة التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر العشوائي ذي الحدَّ
4
4

 ) (0.3)4 (0.7)0

0.9919 = باستعمال الآلة الحاسبة

ق من فهمي  أتحقَّ

إذا كان:(X∼Ba5, 0.1، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

))  P(X = 4)   ))  P(X ≤ 2)   c)  P(X > 2)

ر  أُفكِّ

هل يُمكِن إيجاد المطلوب 
فــي الفــرع 3 مــن المثال 
بطريقة أُخرى؟ إنْ وُجِدت 
طريقــة أُخــرى، فــأيُّ 
ر  أُبرِّ الطريقتيــن أســهل؟ 

إجابتي.

ين في كثير من التطبيقات الحياتية. يُمكِن استعمال التوزيع ذي الحدَّ

  مثال 3 : من الحياة

صيانة: وَفقًا لنموذج تقييم الخدمة الإلكتروني في إحدى شركات 
%75 من الزبائن عن  صيانة الأجهزة الكهربائية المنزلية، تبيَّن رضا 
مت الشركة خدماتها لـ 10 زبائن في أحد  خدمات الشركة. إذا قدَّ

الأيام، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي: 

 احتمال رضا 4 زبائن فقط عن خدمات الشركة.
ين؛ لأنَّ صيانة  يُمكِن النظر إلى عملية صيانة 10 أجهزة منزلية بوصفها تجربة احتمالية ذات حدَّ
د، وهو 10، ولأنَّه  رة ومســتقلة، ولأنَّ عــدد هذه المحاولات مُحدَّ كل جهاز تُعَدُّ محاولة مُتكرِّ
يُمكِــن فرز النتائج المُمكِنة لــكل محاولة إلى ناتجين فقط، هما: النجــاح )رضا الزبون(، أو 
الفشل )عدم رضا الزبون(. وبما أنَّ احتمال رضا الزبون في كل محاولة هو 0.75، فإنَّ احتمال 

النجاح في كل محاولة ثابت، وهو 0.75

  : إذا دلَّ المُتغيِّر العشوائي X على عدد الزبائن الراضين عن خدمات الشركة، فإنَّ

X~B(10, 0.75)

1
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الوحدة 5

ر  أُفكِّ

 2 هل يُمكِن حَــلُّ الفرع 
من المثال بطريقة أُخرى؟ 

ر إجابتي. أُبرِّ

:P(X = 4) فإنَّ احتمال رضا 4 زبائن عن خدمات الشركة هو ، ومن ثَمَّ

ين  ) = P(X = r) صيغة التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر العشوائي ذي الحدَّ
n
r

 ) pr (1-p)n-r

n = 10, r = 4, p = 0.75 بتعويض P(X = 4) = ( 
10
4

 ) (0.75)4 (0.25)10-4

0.0162 ≈ باستعمال الآلة الحاسبة

إذن، احتمال رضا 4 زبائن فقط عن خدمات الشركة هو 0.0162 تقريبًا.

 احتمال رضا 3 زبائن على الأقل عن خدمات الشركة.

:P(X ≥ 3) إنَّ احتمال رضا 3 زبائن على الأقل عن خدمات الشركة هو

مة P(X ≥ 3) = 1-P(X < 3) احتمال المُتمِّ

(P(X = 2)+P(X = 1)+P(X = 0)) -1 = صيغة الجمع للحوادث المتنافية

 = 1-((10
2

)(0.75)2(0.25)8+( 
10
1

 )(0.75)1 (0.25)9+(10
0

)(0.75)0(0.25)10)

0.9996 ≈ باستعمال الآلة الحاسبة

إذن، احتمال رضا 3 زبائن على الأقل عن خدمات الشركة هو 0.9996 تقريبًا.

ق من فهمي  أتحقَّ

ة طويلة في إحدى المدن،  طقس: في دراسة تناولت حالة الطقس مدَّ

2 . إذا اختيرت 
7

تبيَّن أنَّ احتمــال أنْ يكون أيُّ يوم فيها ماطــرًا هو 

5 أيام عشوائيًّا، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

 a( احتمال أنْ تكون 3 أيام فقط من هذه الأيام ماطرة.

 a( احتمال أنْ يكون يوم واحد على الأقل من هذه الأيام ماطرًا. 

2
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ين التوقُّع والتباين للمُتغيِّر العشوائي ذي الحدَّ

ين، فإنَّه يُمكِن إيجاد توقُّعه باستعمال الصيغة الآتية: إذا كان X مُتغيِّرًا عشوائيًّا ذا حدَّ

 X ويعطى التوقُّع للمُتغيِّر العشوائي ،x ∈ {0, 1, 2, … , n} : إذا كان: X∼B(n, p)، فإنَّ
بالقاعدة الآتية:

E(X ) = np
حيث:

n: عدد المحاولات في التجربة. 

p: احتمال النجاح في كل محاولة. 

ين التوقُّع للمُتغيِّر العشوائي ذي الحدَّ مفهوم أساسي

ر  أتذكَّ

يُســتعمَل كلٌّ مــن الرمز 
E(X ) والرمــز μ للدلالة 

ـر  علــى توقُّــع المُتغيّـِ
.X العشوائي

  مثال 4 : من الحياة

ضبط الجودة: بعد إجراء مســح لمُنتَج صنعته إحدى الشركات، تبيَّن أنَّ نسبة القطع المَعيبة في 
هذا المُنتَج هــي %8. إذا اختارت لجنة الرقابة الحكومية 50 قطعة من هذا المُنتَج عشــوائيًّا، 

ع أنْ تكون مَعيبة من هذه العيِّنة.  فأجد عدد القطع التي يُتوقَّ

إذا مثَّــل X عدد القطع المَعيبة من المُنتَج من بين القطع الخمســين التي اختارتها لجنة الرقابة 
 .X∼B(50, 0.08) : الحكومية، فإنَّ

، فإنَّه يُمكِن إيجاد العدد المُتوقَّع من القطع المَعيبة على النحو الآتي: ومن ثَمَّ

ين E(X ) = np صيغة التوقُّع للمُتغيِّر العشوائي ذي الحدَّ

n = 50, p = 0.08 0.08 × 50 = بتعويض

4 = بالتبسيط

إذن، يُتوقَّع وجود 4 قطع مَعيبة ضمن هذه العيِّنة.

ق من فهمي  أتحقَّ

اتصــالات: بعد إجراء مســح لمشــتركي إحدى شــركات الاتصالات، تبيَّــن أنَّ %30 من 
المشــتركين هم من الإناث. إذا اختير 400 مشترك عشوائيًّا لاستطلًّاع آرائهم حيال الخدمات 

ع في هذه العيِّنة.  مها الشركة، فأجد عدد الإناث المُتوقَّ التي تُقدِّ

معلومة

تتمثَّل أبــرز مهام مؤسســة 
المواصفــات والمقاييــس 
د أنَّ مختلف  الأردنية في التأكُّ
المُنتَجــات مُطابقِة للقواعد 
ق من توافر  المُعتمَدة، والتحقُّ
عنصر الأمان عند استعمالها، 
وذلك بفحــص عيِّنات منها، 
ف درجــة مطابقتهــا  وتعــرُّ

للمواصفات. 
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تعلَّمْتُ ســابقًا أنَّ تباين المُتغيِّر العشــوائي X هو مقياس لتشــتُّت قِيَم X عن وسطها الحسابي 
 .σ2 أو الرمز ،Var(X) وأنَّه يُرمَز إليه بالرمز ،E(X)

ين، فإنَّه يُمكِن إيجاد تباينه باستعمال الصيغة الآتية: ، إذا كان X مُتغيِّرًا عشوائيًّا ذا حدَّ ومن ثَمَّ

 X ويعطى التباين للمُتغيِّر العشوائي ،x ∈ {0, 1, 2, … , n} : إذا كان: X∼B(n, p)، فإنَّ
بالقاعدة الآتية:

Var(X ) = σ2 = np(1-p)
حيث:

n: عدد المحاولات في التجربة. 

p: احتمال النجاح في كل محاولة. 

ين التباين للمُتغيِّر العشوائي ذي الحدَّ مفهوم أساسي

ر  أتذكَّ

يُرمَــز إلــى الانحــراف 
 ،σ المعيــاري بالرمــز 
ويســاوي التبايــن مربع 

الانحراف المعياري.

ر  أتذكَّ

 Var(X) = E(X 2)- (E(X ))2

= ∑ (x2·P(x))-(E(X ))2

إذا كان: (X~Ba20, 0.7، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

.EaX ) ع  التوقُّ

ين E(X ) = np صيغة التوقُّع للمُتغيِّر العشوائي ذي الحدَّ

n = 20, p = 0.7 0.7 × 20 = بتعويض

14 = بالتبسيط

.V)raX) التباين 

ين Var(X ) = np(1-p) صيغة التباين للمُتغيِّر العشوائي ذي الحدَّ

n = 20, p = 0.7 (0.3)(0.7)20 = بتعويض

4.2 = بالتبسيط

ق من فهمي  أتحقَّ

X~Ba400, 3، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:
8

إذا كان: ( 

.Var(X) التباين )a    .E(X ) التوقُّع )a 

مثال 5

1

2
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ب وأحُلُّ المسائل أتدرَّ

ين في كلٍّ ممّا يأتي: أُبيِّن إذا كانت التجربة العشوائية تُمثِّل تجربة احتمالية ذات حدَّ

ة، ثم تسجيل عدد مَرّات ظهور الكتابة.  1 إلقاء قطعة نقد 80 مَرَّ

ة، ثم كتابة عدد المَرّات التي ظهر فيها العدد 4 على الوجه العلوي لحجر النرد.  2 إلقاء حجر نرد منتظم 20 مَرَّ

ة. ل مَرَّ ر نحو هدف، ثم التوقُّف عند إصابته أوَّ  3 إطلًاق أسهم بشكل مُتكرِّ

ين، وكان معاملًاه: n = 17, p = 0.64، فأُعبِّر عن هذا المُتغيِّر بالرموز.  4 إذا كان X مُتغيِّرًا عشوائيًّا ذا حدَّ

بًا إجابتي إلى أقرب 3 منازل عشرية: إذا كان: (X∼Ba10, 0.2، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي، مُقرِّ

5  P(X = 2) 6  P(X = 5) 7  P(X < 3)

X∼Ba3, 2، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:
3

إذا كان: ( 

8  P(X = 1) 9  P(X > 1) 10  P(0 ≤ X < 2)

مساجد: بعد إجراء مســح للمُصلّين في أحد مساجد العاصمة عمّان، 
تبيَّن أنَّ %60 من هؤلاء المُصلّين تقلُّ أعمارهم عن 50 عامًا. إذا اختير 

يًا من مرتادي هذا المسجد عشوائيًّا، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي: 12 مُصلِّ

 11  احتمال أنْ تقلَّ أعمار 7 منهم فقط عن 50 عامًا. 

 12  احتمال أنْ يقلَّ عُمُر اثنين منهم على الأكثر عن 50 عامًا.
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ع والتباين لكل مُتغيِّر عشوائي ممّا يأتي: أجد التوقُّ

13  X∼B(5, 0.1)     14  X∼B(20, 3
8

 )

ر  إذا كان احتمال إصابة شــخص ما بأعراض جانبية بعد أخذه مطعومًا مُعيَّناً هو %12، وقرَّ
طبيب إعطاء 50 شخصًا هذا المطعوم، ودلَّ المُتغيِّر العشوائي X على عدد الأشخاص الذين 

ستظهر عليهم الأعراض الجانبية، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي: 

ن أخذوا المطعوم.   15 احتمال ظهور الأعراض الجانبية على 3 أشخاص فقط ممَّ

 16 العدد المُتوقَّع للأشخاص الذين ستظهر عليهم أعراض المطعوم الجانبية.

.X 17 التباين للمُتغيِّر العشوائي 

 18  فصيلة الدم: تبلغ نســبة حاملي فصيلة الدم -O من ســكّان الأردن نحو %4 تقريبًا. أجد 

عدد الأشخاص الذين يَلزم إشراكهم في عيِّنة عشوائية من السكّان، ويُتوقَّع أنْ يكون منهم 
 .O- 10 أشخاص من حاملي فصيلة الدم

مهارات التفكير العليا

رًا إجابتي. P(X ≥ 1) = 215، فأجد P(X = 2)، مُبرِّ
216

 19 تبرير: إذا كان: X~B(3, p)، وكان: 

رًا إجابتي.  20 تبرير: إذا كان: X∼B(100, p)، وكان التباين للمُتغيِّر العشوائي X هو 24، فأجد قيمة p، مُبرِّ

: يتألَّف اختبار لمبحث الجغرافيا من 25 ســؤالًا، جميعها من نوع الاختيار   21  تحدٍّ

د، ولكلٍّ منها 4 بدائل، واحد منها فقط صحيح، ولكل فقرة 4 علًامات.  من مُتعدِّ
إذا أجاب رامي عن هذه الأسئلة جميعها بصورة عشوائية، فما احتمال أنْ يحصل 

على علًامة 76 من 100؟ 
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الدرس

3
ف منحنى التوزيع الطبيعي، وخصائصه. · تعرُّ فكرة الدرس     

· إيجاد احتمالات المُتغيِّر العشوائي الطبيعي باستعمال القاعدة التجريبية.    

المصطلحات  المنحنــى الطبيعي، القاعدة التجريبية، المُتغيِّر العشــوائي المتصل، المُتغيِّر العشــوائي المنفصل،    
التوزيع الطبيعي.

مسألة اليوم  تتبع أطوال أشجار الســرو في إحدى الغابات الحرجية توزيعًا طبيعيًّا، وسطه    
الحســابي m 18.5، وانحرافه المعياري m 2.5. إذا اختيرت شــجرة ســرو 

عشوائيًّا من تلك الغابة، فما احتمال أنْ يتراوح طولها بين m 21 و m 16؟

المنحنى الطبيعي

تعلَّمْتُ ســابقًا أنَّ البيانات العددية هي بيانات يُمكِن رصدها في صــورة أرقام، ويُمكِن أيضًا 

ا وتنازليًّا.  قياسها، وإجراء العمليات الحسابية عليها، وترتيبها تصاعديًّ

تُصنَّف البيانات العددية إلــى نوعين، هما: البيانات المنفصلــة، والبيانات المتصلة. ويُمكِن 

استعمال المدرجات التكرارية لتمثيل البيانات العددية المتصلة بيانيًّا.

التوزيع الطبيعي
Normal Distribution

ر  أتذكَّ

البيانات العددية المنفصلة 
هي بيانات تأخذ قِيَمًا قابلةً 
، مثل: عدد الإخوة،  للعدِّ
وعدد الكتب. أمّا البيانات 
العدديــة المتصلــة فهي 
قِيَمها المُمكِنة غير  بيانات 
، لكنَّهــا قابلة  قابلــة للعدِّ
للقيــاس، مثــل: الطول، 

تُبيِّــن المدرجــات التكراريــة الآتيــة كتــل مجموعــة مــن الأشــخاص اختيــروا عشــوائيًّا مــن والكتلة.
مدينــة مــا:

50 100 150

n = 100

60 100 140

n = 1000

1601208040 60 100 140

n = 10000

1601208040
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أُلاحِــظ أنَّ زيادة حجم العيِّنــة، وتقليص أطوال الفئــات، يجعلًان المــدرج التكراري أكثر 
تناســقًا وقربًا مــن المنحنى المرســوم باللون الأحمــر، الذي يُســمّى المنحنــى الطبيعي 
(normal curve). يُستعمَل المنحنى الطبيعي لنمذجة البيانات العددية المتصلة التي تُختار 

عشوائيًّا في كثير من المواقف الحياتية.

ــر  بوجه عام، فإنَّ للمنحنى الطبيعي خصائص تُميِّزه عن غيره من المنحنيات الأخُرى؛ ما يُفسِّ
سبب استعماله كثيرًا في التطبيقات الحياتية والعلمية المختلفة.

م  أتعلَّ

يجــب أنْ يكــون عــدد 
ا لكي  البيانات كبيــرًا جدًّ
يتخذ تمثيلها البياني شكل 

المنحنى الطبيعي.

يمتاز المنحنى الطبيعي بالخصائص الآتية:

منحنى متصل له شكل الجرس. ·

ط البيانات في كلٍّ منها. · تطابق الوسط الحسابي والوسيط والمنوال، وتوسُّ

تماثل البيانات حول الوسط الحسابي. ·

ه. · اقتراب المنحنى عند طرفيه من المحور x من دون أنْ يمسَّ

المساحة الكلية أسفل المنحنى هي 1. ·

خصائص المنحنى الطبيعي مفهوم أساسي

 σ والانحراف المعياري ،μ يعتمد شــكل المنحنى الطبيعي وموقعه على الوســط الحســابي
للبيانات. فمثلًًا، في الشــكل (a) التالي، يُمكِن ملًاحظة أنَّ التغيُّر في الوسط الحسابي يؤدّي 
إلى انسحاب أفقي للمنحنى الطبيعي. أمّا في الشكل (b) فيُلًاحَظ أنَّ زيادة الانحراف المعياري 

عًا. تجعل المنحنى الطبيعي أكثر انتشارًا وتوسُّ

-1 0 1 X2 3 4

(a) (b)

-2-4-6 0 X2 4 6

µ = 0, σ = 1
µ = 0, σ = 1

µ = 3, σ = 1

µ = 0, σ = 2

م  أتعلَّ

 (a) أُلاحِظ من الشــكل 
أنَّ زيادة الوسط الحسابي 
3 تســبَّبت في  0 إلى  من 
انســحاب المنحنى إلى 
اليميــن 3 وحدات، علمًا 
بأنَّ σ متســاوية، في حين 
أنَّ زيــادة الانحــراف 
المعيــاري مــن 1 إلى 2 
(b) أدَّت إلى  في الشكل 
ع المنحنى أفقيًّا، من  توسُّ
دون أنْ يُؤثِّــر ذلــك في 

مركز البيانات.
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تُمثِّل المساحة التي تقع بين قيمتين من البيانات أسفل المنحنى الطبيعي النسبة المئوية للبيانات 

الواقعة بين هاتين القيمتين، ويُمكِن اســتعمال القاعــدة التجريبية (empirical rule) الآتية 

لتحديد المساحة التي تقع بين بعض قِيَم من البيانات أسفل المنحنى الطبيعي: 

 ،μ إذا اتخذت مجموعة من البيانات شــكل المنحنى الطبيعي، وكان وســطها الحسابي
: وانحرافها المعياري σ، فإنَّ

µ -3σ µ -2σ µ +2σ µ +3σ

0.15%0.15% 2.35%2.35%

13.5%34%

99.7%

95%

68%

34%13.5%

µ -σ µ +σµ

ـــات  · ـــن البيان ـــن μ-σ و μ+σ؛ أيْ إنَّ %68 م ـــع بي ـــا تق ـــات تقريبً ـــن البيان %68 م

ــراف  ــة الانحـ ــى قيمـ ــابي علـ ــط الحسـ ــن الوسـ ــا وبيـ ــد بينهـ ــد البُعْـ لا يزيـ
المعيـــاري.

ــن  · ــن μ-2σ و μ+2σ؛ أيْ إنَّ %95 مـ ــع بيـ ــا تقـ ــات تقريبًـ ــن البيانـ %95 مـ

البيانـــات لا يزيـــد البُعْـــد بينهـــا وبيـــن الوســـط الحســـابي علـــى مثلـــي قيمـــة 
ــاري. ــراف المعيـ الانحـ

ـــن  · ـــن μ-3σ و μ+3σ؛ أيْ إنَّ %99.7 م ـــع بي ـــا تق ـــات تقريبً ـــن البيان %99.7 م

ـــال  ـــة أمث ـــى ثلًاث ـــابي عل ـــط الحس ـــن الوس ـــا وبي ـــد بينه ـــد البُعْ ـــات لا يزي البيان
ـــاري. ـــراف المعي ـــة الانح قيم

القاعدة التجريبية مفهوم أساسي
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إذا اتخـذت كتـل مجموعـة من طلبـة الصف الثاني عشـر شـكل المنحنى الطبيعـي، فأجد كُلًّاًّ 
ممّا يأتي:  

 النسبة المئوية للطلبة الذين تقع كتلهم فوق الوسط الحسابي.

بما أنَّ المنحنــى الطبيعــي مُتماثلِ حول 
الوســط الحســابي، فإنَّ %50 تقريبًا من 
الطلبة تقع كتلهم فوق الوســط الحسابي 

كما في الشكل المجاور.

  النسـبة المئويـة للطلبـة الذيـن لا يزيـد البُعْـد بيـن كتلهم والوسـط الحسـابي علـى انحراف 
معيـاري واحد.

%68 تقريبًــا هي النســبة المئويــة للطلبة 

الذين لا يزيد البُعْد بين كتلهم وبين الوسط 
الحســابي على انحراف معياري واحد كما 

في الشكل المجاور.

  النسـبة المئويـة للطلبـة الذيـن تقـلُّ كتلهـم عـن الوسـط الحسـابي بمقـدار لا يزيـد علـى 
انحرافيـن معيارييـن. 

بما أنَّ %95 من المشاهدات في المنحنى 
الطبيعي تقع بيــن μ-2σ و μ+2σ، وأنَّ 
المنحنــى الطبيعي مُتماثلِ حول الوســط 
%47.5 تقريبًا من الطلبة  الحســابي، فإنَّ 
تقلُّ كتلهم عن الوســط الحسابي بمقدار 
لا يزيــد على انحرافيــن معياريين كما في 

الشكل المجاور.  

مثال 1

µ

50%

1

34%34%

µ µ + σµ - σ

2

µµ - 2σ

47.5%

3
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  النســبة المئوية للطلبة الذين تزيد كتلهم على الوسط الحسابي بمقدار لا يزيد على انحرافين 
معياريين، أو تقلُّ عنه بمقدار لا يزيد على انحراف معياري واحد.

بما أنَّ %47.5 تقريبًا من الطلبة تزيد كتلهم على الوسط الحسابي بمقدار لا يزيد على انحرافين 
معياريين، وأنَّ %34 تقريبًا من الطلبة تقلُّ كتلهم عن الوســط الحســابي بمقدار لا يزيد على 

%81.5 تقريبًا  انحراف معياري واحد، فإنَّ 
من الطلبة تزيد كتلهم على الوسط الحسابي 
بمقــدار لا يزيد على انحرافيــن معياريين، 
أو تقــلُّ عنه بمقدار لا يزيــد على انحراف 

معياري واحد. 

ق من فهمي  أتحقَّ

إذا اتخذ التمثيل البياني لأطوال مجموعة من طلبة الصف الثاني عشر شكل المنحنى الطبيعي، 
فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

 a(  النسبة المئوية للطلبة الذين تقع أطوالهم فوق الوسط الحسابي. 

 a(  النســبة المئوية للطلبة الذين لا يزيد البُعْد بين أطوالهم والوســط الحسابي على انحراف 

معياري واحد.

 ca  النســبة المئوية للطلبة الذين تقلُّ أطوالهم عن الوســط الحســابي بمقــدار لا يزيد على 

انحرافين معياريين.

 a(  النســبة المئوية للطلبة الذين تقلُّ أطوالهم عن الوسط الحسابي بمقدار لا يزيد على ثلًاثة 

انحرافات معيارية، أو تزيد عليه بمقدار لا يزيد على انحرافين معياريين.

4

µ µ + 2σµ - σ

34% 47.5%

المُتغيِّر العشوائي الطبيعي، والتوزيع الطبيعي

تعلَّمْتُ سابقًا أنَّ المُتغيِّر العشوائي هو مُتغيِّر تعتمد قِيَمه على نواتج تجربة عشوائية.

 (discrete random يوجد نوعان من المُتغيِّرات العشوائية، هما: المُتغيِّر العشوائي المنفصل
.(continuous random variable) والمُتغيِّر العشوائي المتصل ،variable)
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الوحدة 5

المُتغيِّر العشوائي المنفصل هو مُتغيِّر عشوائي يأخذ قِيَمًا معدودةً. ·

مثال: عدد السيّارات التي ستمرُّ أمام إحدى المدارس خلًال الساعة القادمة.

876543210

المُتغيِّر العشوائي المتصل هو مُتغيِّر عشوائي يأخذ قِيَمًا متصلةً ضمن فترة مُعيَّنة من  ·
الأعداد الحقيقية.

ل سيّارة ستمرُّ أمام إحدى المدارس خلًال الساعة القادمة. مثال: سرعة أوَّ

806040200

المُتغيِّرات العشوائية المتصلة والمنفصلة مفهوم أساسي

م  أتعلَّ

يُعَــدُّ كلٌّ مــن المُتغيِّــر 
العشــوائي الهندســي 
والمُتغيِّر العشــوائي ذي 
ين مُتغيِّرًا عشــوائيًّا  الحدَّ
منفصــلًًا؛ لأنَّ كُلًاًّ منهما 
قِيَمًا معدودةً، مثل:  يأخذ 
عدد مَرّات إصابة الهدف، 

وعدد السيّارات.

إذا ارتبــط المُتغيِّر العشــوائي المتصل X بتجربة عشــوائية اتخذ تمثيل بياناتها البياني شــكل 

المنحنى الطبيعي، فإنَّه يُســمّى مُتغيِّرًا عشــوائيًّا طبيعيًّا، ويُســمّى توزيعه الاحتمالي التوزيع 

الطبيعي )normal distribution(، ويُمكِن التعبير عنه بالرموز على النحو الآتي:

X ∼ N (μ, σ2 )

حيث:

μ: الوسط الحسابي.

 σ: الانحراف المعياري.

تعلَّمْـتُ فـي المثـال السـابق أنَّ المسـاحة الواقعـة بيـن قيمتين مـن البيانـات أسـفل المنحنى 
الطبيعـي تُمثِّـل النسـبة المئوية للبيانـات الواقعة بين هاتين القيمتين. وبما أنَّ المسـاحة أسـفل 
المنحنـى الطبيعـي هـي 1، فإنَّـه يُمكِن إيجـاد احتمال بعـض قِيَـم المُتغيِّر العشـوائي الطبيعي 
باسـتعمال القاعـدة التجريبيـة، بافتـراض أنَّ المسـاحة أسـفل المنحنـى كاملـة تُمثِّـل احتمال 

الحـادث الأكيد.

م  أتعلَّ

يُرمَز إلى التوزيع الطبيعي 
بالحرف N؛ وهو الحرف 
الكلمــة  مــن  ل  الأوَّ
 )Normal( الإنجليزيــة

التي تعني طبيعي.

ر  أتذكَّ

لأيِّ حادث A في الفضاء 
العيني لتجربة عشــوائية، 

.0 ≤ P(A) ≤ 1 : فإنَّ



94

إذا كان: (X~Na20, 4، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

1  PaX > 20)

بما أنَّ الوسط الحسابي هو 20، والمنحنى 
الطبيعي مُتماثلِ حول الوســط الحسابي، 
 P(X > 20) = P(X > μ) = 0.5  : فإنَّ

كما في الشكل المجاور.

2  Pa18 < X < 22)

تبعد كلٌّ من القيمة 18 والقيمة 22 انحرافًا 
ا واحدًا عن الوسط الحسابي. وبما  معياريًّ
أنَّ %68 مــن البيانات لا يزيــد بُعْدها عن 
الوسط الحســابي بمقدار قيمة الانحراف 

 : المعياري، فإنَّ

.P(18 < X < 22) = P(μ-σ < X < μ + σ) = 0.68

3  PaX > 22)

ا  بمــا أنَّ القيمــة 22 تبعد انحرافًــا معياريًّ
واحدًا عن الوسط الحسابي، فإنَّ المطلوب 
هو إيجاد احتمال القِيَم التي يزيد بُعْدها عن 
الوسط الحسابي بمقدار يزيد على انحراف 

معياري واحد.

: ق ذلك، فإنَّ وبما أنَّ %16 من البيانات تُحقِّ

.P(X > 22) = P(X > μ+σ) = 0.16

ق من فهمي  أتحقَّ

إذا كان: (X~Na55, 121، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

))  P(X < 55)   ))  P(55 < X < 66)  c)  P(X > 77)

مثال 2

X20

X20 22 24 26181614

X20 22 24 26181614

م  أتعلَّ

σ2 = 4، فــإنَّ  بمــا أنَّ 
σ = 2؛ أيْ إنَّ الانحراف 

المعياري لهــذا التوزيع 
الطبيعي هو 2.

م  أتعلَّ

نسبة %16 ناتجة من: 
13.5% + 2.35% 

+ 0.15%

أو من: 34% - 50%.
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الوحدة 5

م  أتعلَّ

في ما يختــصُّ بالتوزيع 
الطبيعــي، فــإنَّ إشــارة 
المســاواة لا تُؤثِّر في قِيَم 

: الاحتمال؛ أيْ إنَّ
.P(X ≤ a) = P(X < a)

يُمكِن استعمال التوزيع الطبيعي لنمذجة كثير من المواقف الحياتية، وإيجاد احتمالات مرتبطة 
بها باستعمال القاعدة التجريبية.

  مثال 3 : من الحياة

لت دراســة إلى أنَّ أطوال النســاء فــي إحدى المدن تتبع توزيعًا طبيعيًّا، وســطه  أطوال: توصَّ
الحسابي cm 167، وانحرافه المعياري cm 8. إذا اختيرت امرأة عشوائيًّا، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي: 

167 cm احتمال أنْ يكون طول المرأة أقل من 

 ،167 بما أنَّ الوســط الحســابي هــو 
والمنحنى الطبيعي مُتماثلِ حول الوسط 

: الحسابي، فإنَّ

.P(X < 167) = P(X < μ) = 0.5

167 cm 159 و cm احتمال أنْ يتراوح طول المرأة بين 

ا واحدًا  159 انحرافًا معياريًّ تبعد القيمة 
عن الوســط الحســابي. وبما أنَّ 34% 
من البيانات تقلُّ عن الوســط الحسابي 
بمقدار لا يزيد علــى انحراف معياري 

 : واحد، فإنَّ

.P(159 < X < 167) = P(μ-σ < X < μ) = 0.34

ق من فهمي  أتحقَّ

لت دراســة إلى أنَّ أطــوال الرجال في إحدى المدن تتبع توزيعًا طبيعيًّا، وســطه  أطوال: توصَّ
الحسابي cm 178، وانحرافه المعياري cm 7. إذا اختير رجل عشوائيًّا، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي: 

178 cm احتمال أنْ يكون طول الرجل أكثر من )a 

192 cm 171 و cm احتمال أنْ يتراوح طول الرجل بين )a 

167 X

1

167159 X

2
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ب وأحُلُّ المسائل أتدرَّ

إذا اتخذت علًّامات الطلبة في اختبار لمبحث التاريخ شكل المنحنى الطبيعي، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي: 

 1 النسبة المئوية للعلًامات التي تقع فوق الوسط الحسابي.

 2 النسبة المئوية للعلًامات التي لا يزيد البُعْد بينها وبين الوسط الحسابي على انحراف معياري واحد. 

 3 النسبة المئوية للعلًامات التي تزيد على الوسط الحسابي بمقدار لا يزيد على انحرافين معياريين.

 4  النســبة المئوية للعلًامات التي تزيد على الوسط الحســابي بمقدار لا يزيد على انحراف معياري واحد، أو تقلُّ عنه 

بمقدار لا يزيد على ثلًاثة انحرافات معيارية.

د النسبة المئوية لمساحة المنطقة المُظلَّلة أسفل كل توزيع طبيعي ممّا يأتي: أُحدِّ

5         6  

  

X
µ -

 σ
µ

µ -
 3σ

    

µ

µ -
 σ

µ +
 σ

µ -
 2σ

µ +
 2σ X

7         8  

  

µ

µ +
 σ

µ +
 2σ X

    
µ -

 σ
µ +

 σ

µ -
 2σ

µ +
 2σ Xµ

 9  يُمثِّل كلٌّ من المنحنيين المجاورين توزيعًــا طبيعيًّا. أُقارِن بين 

هذين التوزيعين من حيث: قِيَم الوســط الحسابي، والانحراف 
المعياري.

إذا كان: (X~Na79, 144، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

10  P(X < 79)   11  P(67 < X < 91)   12  P(X > 91)

13  P(X > 103)   14  P(43 < X < 115)  15  P(X < 43)

A

B

2118151296
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الوحدة 5

صناعة: إذا دلَّ المُتغيِّر العشوائي X على أطوال أقطار رؤوس مثاقب )بالملّيمتر( تُنتجِها 
آلة في مصنع، حيث:( X∼Na30, 0.42، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

16  P(X > 30)    17  P(29.6 < X < 30.4) 

18  P(29.2 < X < 30)   19  P(29.2 < X < 30.4)

صناعة: يُنتجِ مصنعٌ أكياسَ أسمنت تتبع كتلها توزيعًا طبيعيًّا، وسطه الحسابي kg 50، وانحرافه المعياري kg 2. إذا اختير 
كيس أسمنت عشوائيًّا، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

.54 kg 20 احتمال أنْ تكون كتلة الكيس أكثر من 

.52 kg 44 و kg 21 احتمال أنْ تتراوح كتلة الكيس بين 

مهارات التفكير العليا

 .� t 2 مُتغيِّر عشوائي طبيعي، وسطه الحسابي 4، وانحرافه المعياري X~N(42, t2 ) َّ22  أكتشف الخطأ: قال يوسف: �إن 

حه. أكتشف الخطأ في قول يوسف، ثم أُصحِّ

 23  تبريــر: يدلُّ المُتغيِّر العشــوائي X∼N(100, σ2 ) علــى أطوال الأفاعي 

)بالســنتيمتر( في أحد مجتمعاتها. إذا كانت أطوال %68 منها تتراوح بين 
رًا إجابتي. cm 93 و cm 107، فأجد σ2، مُبرِّ

: تتبع العلًامات في أحد الاختبارات توزيعًا طبيعيًّا، وســطه الحسابي 68، وانحرافه المعياري 15. إذا لم ينجح   24  تحدٍّ

في الاختبار %16 من الطلبة، فأجد علًامة النجاح.



98

الدرس

4

م  أتعلَّ

يُســتعمَل الحرف X عادة 
للدلالــة علــى المُتغيِّــر 
العشــوائي الطبيعــي، 
 Z ويُســتعمَل الحــرف 
للدلالــة علــى المُتغيِّــر 
العشــوائي الطبيعــي 

المعياري. 

التوزيع الطبيعي المعياري

يُطلَق على التوزيع الطبيعي الذي وســطه الحســابي 0، وانحرافه المعياري 1 اســم التوزيع 
الطبيعــي المعيــاري (standard normal distribution)، ويُمكِن التعبيــر عن المُتغيِّر 

العشوائي الطبيعي المعياري بالرموز على النحو الآتي:   

Z ∼ N(0, 1)

يُبيِّــن الشــكل المجــاور منحنــى التوزيع 
الطبيعي المعياري المُتماثلِ حول الوســط 

الحسابي 0. 

تُمثِّل مساحة المنطقة المُظلَّلة احتمال قِيَم المُتغيِّر العشوائي الطبيعي المعياري Z التي تقل عن 
 .P(Z ≤ z) أو ،z أو تساوي( القيمة المعيارية(

P(Z ≤ z)

z Z0

ف التوزيع الطبيعي المعياري، وخصائصه. · تعرُّ فكرة الدرس     

· إيجاد احتمالات المُتغيِّر العشوائي الطبيعي المعياري باستعمال الجدول.    

التوزيع الطبيعي المعياري. المصطلحات    

لت محطَّة رصد جوي درجات الحرارة في منطقة قطبية  مسألة اليوم  ســجَّ   
باردة. وكانت درجات الحرارة هذه تتبع توزيعًا طبيعيًّا، وسطه 
الحســابي C°0، وانحرافه المعيــاري 1. إذا اختير أحد الأيام 
لة في  عشــوائيًّا، فما احتمال أنْ تكون درجة الحرارة المُســجَّ

المحطَّة أكثر من C°2.64 في ذلك اليوم؟

التوزيع الطبيعي المعياري
Standard Normal Distribution
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الوحدة 5

إذن، P(Z < z) تســاوي المســاحة إلى يســار القيمة المعيارية z، وهي المساحة التي يُمكِن 
إيجادها باستعمال جدول التوزيع الطبيعي المعياري.

ل من  يُبيِّن الشكل التالي جزءًا من جدول التوزيع الطبيعي المعياري الذي يحتوي فيه العمود الأوَّ
ل على منزلة  جهة اليسار على منزلة أجزاء العشرة في قيمة z المعيارية، ويحتوي فيه الصف الأوَّ
أجــزاء المئة في قيمة z المعيارية، وتُمثِّل القيمــة المُقابلِة لكلٍّ من هاتين القيمتين في الجدول 
 .P(Z < z) المعيارية، أو z المســاحة أسفل المنحنى الطبيعي المعياري التي تقع يســار قيمة
فمثلًًا، لإيجاد المســاحة أســفل المنحنى الطبيعي المعياري التي تقع يســار z = 0.35، أجد 
ل، وهذه القيمة تساوي  ل، و 0.05 في الصف الأوَّ القيمة المُقابلِة لكلٍّ من 0.3 في العمود الأوَّ

.P(Z < 0.35)

م  أتعلَّ

عنــد اســتعمال المُتغيِّر 
 ،X العشــوائي المتصــل
فإنَّ إشــارة المســاواة لا 
تُؤثِّر فــي قيمة الاحتمال؛ 
لأنَّ المساحة )الاحتمال( 
أســفل نقطة واحدة على 
المنحنى هي صفر. فمثلًًا:
.P(X ≤ x) = P(X < x)

م  أتعلَّ

تُعَــدُّ القاعــدة المجاورة 
نتيجــةً لتماثــل منحنى 
التوزيــع الطبيعــي حول 

الوسط الحسابي.

جدول التوزيع الطبيعي المعياري

0.35

0.6368

Z

ملحوظة: توجد نسخة كاملة من جدول التوزيع الطبيعي المعياري في الملحق المُرفَق بنهاية الكتاب.

يُبيِّن الجدول الســابق احتمال القِيَم التي تقلُّ عن )أو تســاوي( القيمة المعيارية z، ويُمكِن أيضًا 
إيجاد احتمال القيمة التي تزيد على )أو تســاوي( القيمة المعيارية (z-) من الجدول مباشرة؛ لأنَّ 
مســاحة المنطقة أســفل منحنى التوزيع الطبيعي التي تقع يمين القيمة المعيارية (z-) مساوية 

 .(z) لمساحة المنطقة أسفل منحنى التوزيع الطبيعي التي تقع يسار القيمة المعيارية

P(Z > -z) = P(Z < z)

P(Z < z)

z Z0

P(Z > -z)

-z 0 Z
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أجد كُلًّاًّ ممّا يأتي، مُستعمِلًًّا جدول التوزيع الطبيعي المعياري:

1  PaZ < 1.34)

P(Z < 1.34) = 0.9099 باستعمال الجدول

2  PaZ > -2.01)

P(Z > -2.01) = P(Z < 2.01)باستعمال الخصائص

0.9778 =باستعمال الجدول

ق من فهمي  أتحقَّ

أجد كُلًّاًّ ممّا يأتي، مُستعمِلًًّا جدول التوزيع الطبيعي المعياري:

))  P(Z < 0.69)    ))  P(Z < 3.05)

c)  P(Z > -1.67)    ))  P(Z > -2.88) 

مثال 1

يُمكِن استعمال الخصائص الأساســية للتوزيع الطبيعي، إضافةً إلى الجدول، لإيجاد احتمال 
القِيَم التي تزيد على )أو تساوي( القيمة المعيارية z، أو احتمال القِيَم التي تقلُّ عن )أو تساوي( 

مة الحادث: القيمة المعيارية ) z-(، وذلك باستعمال مُتمِّ

 · P(Z > z) = 1 - P(Z < z)

0 z Z

P(Z > z)

 · P(Z < -z) = 1 - P(Z < z)

0-z Z

P(Z < -z)

م  أتعلَّ

تُعَدُّ القاعدتان المجاورتان 
صحيحتين؛ لأنَّ المساحة 
أســفل المنحنى الطبيعي 
المعيــاري كاملــة هي 1، 
ولأنَّهــا تُمثِّــل احتمــال 

الحادث الأكيد.

م  أتعلَّ

يحتوي جــدول التوزيع 
الطبيعي على احتمالات 
z الموجبة  قِيـَـم  تُقابـِـل 
ل  فقط؛ لذا، يجب أنْ أُحوِّ
جميع قِيَم z الســالبة إلى 

ما يُقابلِها من قِيَم موجبة.
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أجد كُلًّاًّ ممّا يأتي، مُستعمِلًًّا جدول التوزيع الطبيعي المعياري:

1  PaZ > 1.25)

P(Z > 1.25) = 1 - P(Z < 1.25) باستعمال الخصائص

0.8944 - 1 = باستعمال الجدول

0.1056 = بالتبسيط

2  PaZ < -0.62)

P(Z < -0.62) = 1 - P(Z < 0.62) باستعمال الخصائص

0.7324 - 1 = باستعمال الجدول

0.2676 = بالتبسيط

ق من فهمي  أتحقَّ

أجد كُلًّاًّ ممّا يأتي، مُستعمِلًًّا جدول التوزيع الطبيعي المعياري:

))  P(Z > 2.56)    ))  P(Z > 1.01)

c)  P(Z < -0.09)    ))  P(Z < -1.52)

مثال 2

يُمكِن أيضًا استعمال الخصائص الأساسية للتوزيع الطبيعي، لإيجاد احتمال القِيَم التي تقع بين 
قيمتين معياريتين، وذلك بطرح احتمال القيمة المعيارية الصغرى من احتمال القيمة المعيارية 

الكبرى:

 · P(z
1
 < Z < z

2
 ) = P(Z < z

2
 ) - P(Z < z

1
 )

0 z
1

z
2 Z

P(z
1
< Z < z

2 
)
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أجد كُلًّاًّ ممّا يأتي، مُستعمِلًًّا جدول التوزيع الطبيعي المعياري:

1  Pa0.47 < Z < 1.1)

P(0.47 < Z < 1.1) = P(Z < 1.1) -P(Z < 0.47) باستعمال الخصائص

0.6808 - 0.8643 = باستعمال الجدول

0.1835 = بالتبسيط

2  Pa-1.5 < Z < 2.34)

P(-1.5 < Z < 2.34) = P(Z < 2.34) - P(Z < -1.5) باستعمال الخصائص

P(Z < 2.34)-(1-P(Z<1.5)) = باستعمال الخصائص

(0.9332-1) - 0.9904 = باستعمال الجدول

0.9236 = بالتبسيط

ق من فهمي  أتحقَّ

أجد كُلًّاًّ ممّا يأتي، مُستعمِلًًّا جدول التوزيع الطبيعي المعياري:

))  P(0 < Z < 0.33)    ))  P(-1 < Z < 1.25)

مثال 3

: إذا كان: Z∼N(0, 1)، فإنَّ

1  P(Z > z) = 1- P(Z < z)

2  P(Z < -z) = 1- P(Z < z)

0-z Z

0 z Z

إيجاد احتمال المُتغيِّر العشوائي الطبيعي المعياري ص المفهوم مُلخَّ

ص للحالات المذكورة في الأمثلة السابقة: في ما يأتي مُلخَّ
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: إذا كان: Z∼N(0, 1)، فإنَّ

3  P(Z > -z) = P(Z < z)

4  P(z
1
 < Z < z

2
 ) = P(Z < z

2
 ) - P(Z < z

1 
)

0 z
1

z
2 Z

0-z Z

إيجاد احتمال المُتغيِّر العشوائي الطبيعي المعياري )يتبع( ص المفهوم مُلخَّ

إيجاد قيمة المُتغيِّر العشوائي إذا عُلمِ الاحتمال

تعلَّمْتُ في الأمثلة الســابقة إيجاد احتمال المُتغيِّر العشــوائي المعياري، ولكنَّ الاحتمال قد 
يكون معلومًا فــي بعض الأحيان، وتكون قِيَم المُتغيِّر العشــوائي Z هي المجهولة. وفي هذه 
 z الحالة، يُمكِن استعمال جدول التوزيع الطبيعي المعياري بطريقة عكسية، وذلك بإيجاد قيمة

ق الاحتمال. التي تُحقِّ

أجد قيمة a التي تُحقِّق الاحتمال المعطى في كلٍّ ممّا يأتي:

1  PaZ < a) = 0.8212

أُلاحِــظ أنَّ الاحتمال المعطى يُمثِّل المســاحة التي تقع يســار القيمة المعيارية a أســفل منحنــى التوزيع الطبيعي 
المعيــاري. وبما أنَّ قيمة الاحتمال أكثر من 0.5، فهذا يعني أنَّ قيمة 

a موجبة، وأنَّه يُمكِن استبدال القيمة z بها. 

، فإنَّ الاحتمال يُمثِّل المساحة التي تقع يسار القيمة z أسفل  ومن ثَمَّ
منحنى التوزيع الطبيعي المعياري كما في الشكل المجاور.

مثال 4

0 z Z

P(Z < a) = P(Z < z)
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لإيجاد قيمة a، أستعين بخصائص التوزيع الطبيعي، مُتَّبعًِا الخطوتين الآتيتين:

ق الاحتمال. الخطوة 1: أجد قيمة z التي تُحقِّ

بالرجــوع إلى جدول التوزيع الطبيعي المعياري، أجد أنَّ قيمة z التي تُقابـِـل الاحتمال 0.8212 هي 0.92 كما في الجدول 
الآتي:

جدول التوزيع الطبيعي المعياري

 .a الخطوة 2: أجد قيمة

.a = 0.92 َّفإن ،a = z َّبما أن

2  PaZ < a) = 0.32

أُلاحِظ أنَّ الاحتمال المعطى يُمثِّل المساحة التي تقع يسار القيمة المعيارية a أسفل منحنى التوزيع الطبيعي. وبما أنَّ 
.-z سالبة، وأنَّه يُمكِن التعويض عنها بالقيمة a قيمة الاحتمال أقل من 0.5، فهذا يعني أنَّ قيمة

، فإنَّ الاحتمال يُمثِّل المســاحة التي تقع يســار القيمة z- أسفل   ومن ثَمَّ
منحنى التوزيع الطبيعي المعياري كما في الشكل المجاور. 

لإيجاد قيمة a، أســتعين بخصائــص التوزيع الطبيعــي، مُتَّبعًِا الخطوتين 
الآتيتين:

ق الاحتمال. الخطوة 1: أجد قيمة z التي تُحقِّ

P(Z < -z) = 1 - P(Z < z) باستعمال الخصائص

P(Z < -z) = 0.32  1 = 0.32 بتعويض - P(Z < z)

P(Z < z) بحَلِّ المعادلة لـ  P(Z < z) = 0.68

بالرجــوع إلى جدول التوزيع الطبيعي المعياري، أجد أنَّ القيمة الدقيقة للًاحتمــال 0.6800 غير موجودة؛ لذا أختار أقرب 
قيمة أقل منها، وهي 0.6772

0-z Z

P(Z < a) = P(Z < -z)
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، فإنَّ قيمة z التي تُقابلِ الاحتمال هي 0.46 كما في الجدول الآتي: ومن ثَمَّ

جدول التوزيع الطبيعي المعياري

 .a الخطوة 2: أجد قيمة

بما أنَّ a = -z، فإنَّ قيمة a هي 0.46-.

3  PaZ > a) = 0.9406

 أُلاحِظ أنَّ الاحتمال المعطى يُمثِّل المساحة التي تقع يمين القيمة المعيارية a أسفل منحنى التوزيع الطبيعي. وبما أنَّ 
.-z سالبة، وأنَّه يُمكِن التعويض عنها بالقيمة a قيمة الاحتمال أكثر من 0.5، فهذا يعني أنَّ قيمة

 -z فإنَّ الاحتمال يُمثِّل المســاحة التي تقــع يمين القيمة ، ومن ثَمَّ
أسفل منحنى التوزيع الطبيعي المعياري كما في الشكل المجاور. 

لإيجاد قيمة a، أستعين بخصائص التوزيع الطبيعي، مُتَّبعًِا الخطوتين 
الآتيتين: 

ق الاحتمال. الخطوة 1: أجد قيمة z التي تُحقِّ

P(Z > -z) = P(Z < z) باستعمال الخصائص

P(Z > -z) = 0.9406 0.9406 بتعويض = P(Z < z)

بالرجوع إلى جدول التوزيع الطبيعي المعياري، أجد أنَّ قيمة z التي تُقابلِ الاحتمال 0.9406 هي 1.56:

جدول التوزيع الطبيعي المعياري

 .a الخطوة 2: أجد قيمة

بما أنَّ a = -z، فإنَّ قيمة a هي 1.56-.

0-z Z

P(Z > a) = P(Z > -z)
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4  PaZ > a) = 0.015

  أُلاحِــظ أنَّ الاحتمال المعطى يُمثِّل المســاحة التي تقع يمين القيمة المعيارية a أســفل منحنــى التوزيع الطبيعي.
وبما أنَّ قيمة الاحتمــال أقل من 0.5، فهذا يعني أنَّ قيمة a موجبة، 
، فإنَّ الاحتمال يُمثِّل  وأنَّه يُمكِن التعويض عنهــا بالقيمة z. ومن ثَمَّ
المســاحة التي تقع يمين القيمة z أســفل منحنى التوزيع الطبيعي 

المعياري كما في الشكل المجاور. 

لإيجاد قيمة a، أستعين بخصائص التوزيع الطبيعي، مُتَّبعًِا الخطوتين الآتيتين:

ق الاحتمال. الخطوة 1: أجد قيمة z التي تُحقِّ

P(Z > z) = 1 - P(Z < z) باستعمال الخصائص

P(Z > z) = 0.015 1 = 0.015 بتعويض - P(Z < z)

P(Z < z) بحلِّ المعادلة لـ P(Z < z) = 0.985

بالرجوع إلى جدول التوزيع الطبيعي المعياري، أجد أنَّ قيمة z التي تُقابلِ الاحتمال 0.9850 هي 2.17: 

جدول التوزيع الطبيعي المعياريجدول التوزيع الطبيعي المعياري

 .a الخطوة 2: أجد قيمة

.a = 2.17 َّفإن ،a = z َّبما أن

ق من فهمي  أتحقَّ

أجد قيمة a التي تُحقِّق الاحتمال المعطى في كلٍّ ممّا يأتي:

))  P(Z < a) = 0.9788     ))  P(Z < a) = 0.25 

c)  P(Z > a) = 0.9738     ))  P(Z > a) = 0.2

0 z Z

P(Z > a) = P(Z > z)
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ب وأحُلُّ المسائل أتدرَّ

أجد كُلًّاًّ ممّا يأتي، مُستعمِلًًّا جدول التوزيع الطبيعي المعياري:

1  P(Z < 0.68)   2  P(Z < 1.54)   3  P(Z > 0.27)

4  P(0.49 < Z < 2.9)  5  P(-0.08 < Z < 0.8)  6  P(0 < Z < 1.07)

7  P(Z < -1.25)   8  P(Z > -1.99)   9  P(-0.5 < Z < 0)

10  P(Z < 0.43)   11  P(Z > 3.08)   12  P(Z < -2.03) 

13  P(Z > 2.2)   14  P(-0.72 < Z < 3.26)  15  P(1.5 < Z < 2.5)

أجد مساحة المنطقة المُظلَّلة أسفل منحنى التوزيع الطبيعي المعياري في كلٍّ ممّا يأتي:

16  

0 2 Z

  17  

-2.25 0 Z

أجد قيمة a التي تُحقِّق الاحتمال المعطى في كلٍّ ممّا يأتي:

18  P(Z < a) = 0.7642    19  P(Z < a) = 0.13 

20  P(Z > a) = 0.8531    21  P(Z > a) = 0.372

مهارات التفكير العليا

 22  أكتشف الخطأ: عبَّرت روان عن المُتغيِّر العشوائي الطبيعي المعياري على النحو الآتي: 

N~Z(1, 02 ) ✗
حها. أكتشف جميع الأخطاء التي وقعت فيها روان، ثم أُصحِّ

.P(-a < Z < a) = 2P(Z < a)-1 : : إذا كان a > 0، فأُثبتِ أنَّ  23 تحدٍّ

رًا إجابتي: تبرير: أجد قيمة a التي تُحقِّق الاحتمال المعطى في كلٍّ ممّا يأتي، مُبرِّ

24  P(0 < Z < a) = 0.45    25  P(-a < Z < a) = 0.1272
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الدرس

5

تحويل قِيمَ التوزيع الطبيعي إلى قِيمَ معيارية

تعلَّمْتُ في الدرســين السابقين إيجاد احتمالات مُتغيِّرات عشــوائية طبيعية غير معيارية لقِيَم 
دة، مثل P(X < μ -σ)، باســتعمال القاعــدة التجريبية، وإيجاد احتمــالات المُتغيِّر  مُحــدَّ
العشــوائي الطبيعي المعياري باســتعمال الجدول. والآن ســأتعلَّم إيجاد احتمال أيِّ مُتغيِّر 
عشــوائي طبيعي غير معياري X∼N(μ , σ2 ) لأيِّ قيمة، وذلك بتحويله إلى مُتغيِّر عشــوائي 

طبيعي معياري. 
:Z إلى قِيَم معيارية X يُمكِن استعمال الصيغة الآتية لتحويل قِيَم المُتغيِّر العشوائي الطبيعي

z = 
x - μ

σ
 

بطرح الوسط الحســابي من قيمة x، ثم 
القسمة على الانحراف المعياري.

ر  أتذكَّ

قِيَــم المُتغيِّر  يُرمَز إلــى 
العشوائي بالرمز x، ويُرمَز 
إلــى المُتغيِّر العشــوائي 

.X نفسه بالرمز

· إيجاد احتمالات المُتغيِّر العشوائي الطبيعي باستعمال جدول التوزيع الطبيعي المعياري. فكرة الدرس     

مسألة اليوم  يتبع ضغط الدم الانقباضي (mmHg) للبالغين توزيعًا طبيعيًّا، وســطه    
الحسابي 127، وانحرافه المعياري 16. إذا اختير شخص بالغ عشوائيًّا، 

فما احتمال أنْ يكون ضغط دمه الانقباضي أقل من mmHg 123؟

ر العشوائي الطبيعي  احتمال المُتغيِّ
باستعمال الجدول

Probability of Normal Random Variable 
Using the Table

إذا كان X مُتغيِّرًا عشــوائيًّا طبيعيًّا، وســطه الحســابي 64، وانحرافه المعياري 5، فأجد القيمة 
المعيارية z التي تُقابلِ قيمة x في كلٍّ ممّا يأتي:

1  x = 70

z صيغة قِيَم z = 
x - μ

σ

μ = 64, σ = 5, x = 70 بتعويض z = 
70 - 64

5

1.2 = بالتبسيط

مثال 1
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ر  أتذكَّ

يؤدّي التغيُّر في الوســط 
الحســابي إلى انسحاب 
أفقــي لمنحنــى التوزيع 
الطبيعي. أمّــا التغيُّر في 
الانحــراف المعيــاري 
فيُؤثِّر في انتشار المنحنى 

عه. الطبيعي وتوسُّ

2  x = 55

z صيغة قِيَم z = 
x - μ

σ

μ = 64, σ = 5, x = 55 بتعويض z = 
55 - 64

5

1.8- = بالتبسيط

ق من فهمي  أتحقَّ

إذا كان X مُتغيِّرًا عشــوائيًّا طبيعيًّا، وســطه الحســابي 15، وانحرافه المعياري 4، فأجد القيمة 
المعيارية z التي تُقابلِ قيمة x في كلٍّ ممّا يأتي:

))  x = 24     ))  x = 10

µ x 0

Z∼N(0, 1)X∼N(µ , σ2)

منحنى توزيع
منحنى توزيع طبيعيطبيعي معياري

z = 
x - µ

σ

المساحتان متساويتان

إيجاد احتمال المُتغيِّر العشوائي الطبيعي )غير المعياري(

إنَّ طرح الوســط الحســابي من جميع قِيَم المُتغيِّر العشــوائي الطبيعي يجعل قيمة الوســط 
الحســابي 0 بدلًا من μ، وإنَّ قســمتها جميعًا على الانحراف المعياري تجعل قيمة الانحراف 
ل المُتغيِّر  ــا، ويتحوَّ المعياري 1 بــدلًا من σ، وبذلك يصبح منحنــى التوزيع الطبيعي معياريًّ
العشوائي X∼N(μ , σ2 ) إلى Z∼N(0, 1)، عندئذٍ يُمكِن استعمال الجدول لإيجاد احتمال 

أيٍّ من قِيَمه.
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إذا كان: ( X∼Na36, 82، فأجــد كل احتمال ممّا يأتي، مُســتعمِلًًّا جــدول التوزيع الطبيعي 
المعياري:

1  PaX < 42)

z صيغة قِيَم P(X < 42) = P(Z < 
42 - μ

σ
 )

μ = 36, σ = 8 بتعويض = P(Z < 
42 - 36

8
 )

P(Z < 0.75) = بالتبسيط

0.7734 = باستعمال الجدول

2  PaX > 28)

z صيغة قِيَم P(X > 28) = P(Z > 
28 - μ

σ
 )

μ = 36, σ = 8 بتعويض = P(Z > 
28 - 36

8
 )

 P(Z > -1) = بالتبسيط

 P(Z < 1) = باستعمال الخصائص

0.8413 = باستعمال الجدول

ق من فهمي  أتحقَّ

إذا كان: (X∼Na7, 0.25، فأجد كل احتمال ممّا يأتي، مُستعمِلًًّا جدول التوزيع الطبيعي المعياري:

))  P(X < 7.7)   ))  P(X > 6.1)   c)  P(6 < X < 7.1)

مثال 2

ر  أتذكَّ

z التي  القيمة المعياريــة 

x = 42 في هذه  تُقابـِـل 
الحالة هي 0.75

م  أتعلَّ

ب  x-μ ، أُقرِّ
σ عند إيجــاد 

الإجابة إلى أقرب منزلتين 
ن من  عشــريتين؛ لأتمكَّ
استعمال جدول التوزيع 

الطبيعي المعياري.

للتوزيــع الطبيعي كثير من التطبيقات الحياتية التي نلجــأ فيها إلى تحويل التوزيع الطبيعي إلى 
توزيع طبيعي معياري لتسهيل إجراء الحسابات المطلوبة.  
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الوحدة 5

  مثال 3 : من الحياة

زراعة: تتبــع كتل ثمار الجوّافة في إحــدى مَزارع غور الأردن 
:4 g 70، وانحرافه المعياري g توزيعًا طبيعيًّا، وسطه الحسابي

80 g أجد نسبة ثمار الجوّافة التي تزيد كتلة كلٍّ منها على 

أفترض أنَّ المُتغيِّر العشوائي X يدلُّ على كتلة حبَّة الجوّافة:

z صيغة قِيَم P(X > 80) = P(Z > 
80 - μ

σ
 )

μ = 70, σ = 4 بتعويض = P(Z > 
80 - 70

4
 )

P(Z > 2.5) = بالتبسيط

P(Z < 2.5) - 1 = باستعمال الخصائص

0.9938 - 1 = باستعمال الجدول

0.0062 = بالتبسيط

إذن، نسبة ثمار الجوّافة التي تزيد كتلة كلٍّ منها على g 80 هي 0.0062

  إذا وُضِع في شــاحنة 4500 ثمرة جوّافة من إنتاج هذه المزرعة، فأجد عدد ثمار الجوّافة التي 
تقلُّ كتلة كلٍّ منها عن g 65 في هذه الشاحنة.

65 g الخطوة 1: أجد نسبة ثمار الجوّافة التي تقلُّ كتلة كلٍّ منها عن

z صيغة قِيَم P(X < 65) = P(Z < 
65 - μ

σ
 )

μ = 70, σ = 4 بتعويض = P(Z < 
65 - 70

4
 )

P(Z < -1.25) = بالتبسيط

P(Z < 1.25) - 1 = باستعمال الخصائص

0.8944 - 1 = باستعمال الجدول

0.1056 = بالتبسيط

إذن، نسبة ثمار الجوّافة التي تقلُّ كتلة كلٍّ منها عن g 65 هي 0.1056

1

2

معلومة 

تُزرَع فاكهــة الجوّافة في 
ة من المملكة،  مناطق عِدَّ
أبرزهــا: منطقة ســحم 
الكفــارات، ومنطقة بني 

كنانة في محافظة إربد. 
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الخطوة 2: أجد عدد ثمار الجوّافة التي تقلُّ كتلة كلٍّ منها عن g 65 في الشاحنة.

أفتــرض أنَّ n هو العدد المطلوب من ثمار الجوّافة، ثم أجده بضرب عدد ثمار الجوّافة الكلي 
:65 g في نسبة ثمار الجوّافة التي تقلُّ كتلة كلٍّ منها عن N الموجود بالشاحنة

n = N × P مفهوم النسبة

N = 4500, P = 0.1056 0.1056 ×4500 = بتعويض 

475 ≈ بالتبسيط

إذن، عدد ثمار الجوّافة التي تقلُّ كتلة كلٍّ منها عن g 65 في الشاحنة هو 475 حبَّة جوّافة تقريبًا. 

ق من فهمي  أتحقَّ

زراعة: تتبع كتــل ثمار البندورة في إحدى المَزارع توزيعًا طبيعيًّا، 
:5 g 90، وانحرافه المعياري g وسطه الحسابي

80 g أجد نسبة ثمار البندورة التي تقلُّ كتلة كلٍّ منها عن )a 

 a(  إذا احتوى صندوق على 200 حبَّة بندورة من إنتاج هذه المزرعة، فأجد عدد ثمار البندورة 

التي تزيد كتلة كلٍّ منها على g 100 في هذا الصندوق.

ب وأحُلُّ المسائل أتدرَّ

 x التي تُقابلِ قيمة z مُتغيِّرًا عشــوائيًّا طبيعيًّا، وسطه الحسابي 224، وانحرافه المعياري 6، فأجد القيمة المعيارية X إذا كان
في كلٍّ ممّا يأتي:

1  x = 239    2  x = 200    3  x = 224

إذا كان: (X∼Na30, 100، فأجد كل احتمال ممّا يأتي، مُستعمِلًًّا جدول التوزيع الطبيعي المعياري:

4  P(X < 35)   5  P(X > 38)   6  P(35 < X < 40)

7  P(X < 20)   8  P(15 < X < 32)   9  P(17 < X < 19)

إذا كان: (X∼Na154, 144، فأجد كل احتمال ممّا يأتي، مُستعمِلًًّا جدول التوزيع الطبيعي المعياري:

10  P(X < 154)   11  P(X > 160)   12  P(140 < X < 155)
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الوحدة 5

:5 cm 78، وانحرافه المعياري cm قياس: يتبع محيط خصر 1200 شخص توزيعًا طبيعيًّا، وسطه الحسابي

70 cm 13 أجد نسبة الأشخاص الذين يقلُّ محيط الخصر لكلٍّ منهم عن 

80 cm 70 و cm 14 أجد عدد الأشخاص الذين يتراوح محيط الخصر لكلٍّ منهم بين 

بطّاريات: تُنتجِ إحدى الشــركات بطّاريات من نوع AA، ويتبع عُمُر هذه البطّاريات توزيعًا 
طبيعيًّا، وســطه الحسابي 25 ســاعة، وانحرافه المعياري 1.5 ســاعة. إذا اختيرت بطّارية 

عشوائيًّا، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي: 

 15 احتمال أنْ يكون عُمُر البطّارية أكثر من 28 ساعة.

 16 احتمال أنْ يكون عُمُر البطّارية أكثر من 20 ساعة.

 17 احتمال أنْ يتراوح عُمُر البطّارية بين 22 ساعة و25 ساعة.

إدارة الســير: في دراســة لإدارة السير، تبيَّن أنَّ ســرعة السيّارات على أحد 
الطرق تتبــع توزيعًا طبيعيًّا، وســطه الحســابي km/h 68.5، وانحرافه 
دة على هذا الطريق  المعياري km/h 5. إذا كانت السرعة القصوى المُحدَّ
هي km/h 70، وكان العدد الكلي للســيّارات التي تسير على هذا الطريق 

في أحد الأيام هو 1300 سيّارة، فأُجيب عن السؤالين الآتيين تباعًا: 

دة على الطريق في هذا اليوم.   18  أجد العدد التقريبي للسيّارات التي ستتجاوز السرعة المُحدَّ

 19  إذا كان نظام المراقبة على هذا الطريق يرصد مخالفات من درجتين بحسب مقدار تجاوز الحدِّ الأقصى للسرعة كما 

لت من كل درجة في هذا اليوم. في الجدول المجاور، فأجد عدد المخالفات التي سُجِّ

مهارات التفكير العليا

 20  تبرير: إذا كان: X~N(μ , σ2 )، وكانت القيمــة المعيارية التي تُقابلِ x = 14 هي z = 3.2، والقيمة المعيارية التي 

.X فأجد الوسط الحسابي والانحراف المعياري للمُتغيِّر العشوائي ،z = -1.8 هي x = -6 ِتُقابل

رت  لات 600 طالب تتبع توزيعًا طبيعيًّا، وســطه الحســابي هو 73، وانحرافه المعياري هو 8، وقرَّ : إذا كانت مُعدَّ  21  تحدٍّ

ل للطلبة  لات مــن بين هؤلاء الطلبة، فما أقــل مُعدَّ إدارة المدرســة تكريم الطلبة الخمســين الحاصلين على أعلى المُعدَّ
الخمسين؟

درجة المخالفةالسرعة
(75-85) km/hالأولى

(85) km/h الثانيةأكثر من
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أختار رمز الإجابة الصحيحة في كلٍّ ممّا يأتي:

: P(X = 3) يساوي:  1 إذا كان: X~B(4, 0.4)، فإنَّ

))  0.1536  ))  0.0384

c)  0.064  ))  0.3456

يــن، وكان معامله   2  إذا كان X مُتغيِّــرًا عشــوائيًّا ذا حدَّ

n = 320، وتوقُّعه 60، فإنَّ المعامل p هو:

))  3
16

   ))  13
16

c)  3
4

   ))  5
16

: P(X < 2) إلى أقرب 4   3  إذا كان: X~B(8, 0.1)، فإنَّ

منازل عشرية يساوي:

))  0.3826  ))  0.8131

c)  0.4305  ))  0.1488

يــن، وكان توقُّعه 8،   4  إذا كان X مُتغيِّــرًا عشــوائيًّا ذا حدَّ

20 ، فإنَّ المعامل n هو:
3

وتباينه 

))  32   ))  64

c)  56   ))  48

 5  النســبة المئويــة لمســاحة المنطقة المحصــورة بين  

μ - 3σ و μ + 3σ أســفل منحنــى التوزيع الطبيعي 

هي:
))  68%  ))  95%

c)  99.7%  ))  89.7%

 6  إذا كانت علًامات 2000 طالب في أحد الاختبارات تتبع 

توزيعًا طبيعيًّا، وسطه الحسابي 83، وانحرافه المعياري 4، 
فإنَّ عدد الطلبة الذين تقلُّ علًاماتهم عن 80 هو تقريبًا:

))  453  ))  1547

c)  1567  ))  715

إذا كان: (X∼Geoa0.3، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

7  P(X = 4)  8  P(3 < X ≤ 5)

9  P(X > 4)  10  E(X )

إذا كان: (X∼Ba6, 0.3، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

11  P(X = 2)  12  P(X > 4)

13  P(2 ≤ X < 3) 14  E(X )

أجــد كُلًّاًّ ممّا يأتي، مُســتعمِلًًّا جــدول التوزيــع الطبيعي 
المعياري:

15  P(Z < 1.93) 16  P(Z < 0.72)

17  P(Z > -1.04) 18  P(-1.7 < Z < 3.3)

إذا كان: (X∼Na55, 16، فأجــد كُلًّاًّ ممّا يأتي، مُســتعمِلًًّا 
جدول التوزيع الطبيعي المعياري:

19  P(X ≤ 50) 20  P(50 < X < 58)

21  P(56 < X < 59) 22  P(X > 55)
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أجد مســاحة المنطقة المُظلَّلة أسفل منحنى التوزيع الطبيعي 
المعياري في كلٍّ ممّا يأتي:

23  

0 1.5 Z

24  

0 0.1 0.31 Z

 25  تبيَّن في مصنع للمصابيح الكهربائية أنَّ 

احتمــال أنْ يكون أيُّ مصباح من إنتاج 
المصنع تالفًا هو 0.17. إذا اختير 100 
مصباح عشــوائيًّا من إنتــاج المصنع، 

فأجد العدد المُتوقَّع من المصابيح التالفة.

أخذت نور تُراقِب السيّارات 
ة أمــام منزلها. إذا كان  المارَّ
احتمــال أنْ تمرَّ أيُّ ســيّارة 
زرقــاء من أمــام منزلها هو 

0.1، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

ل 5   26  احتمــال عدم مرور أيِّ ســيّارة زرقاء مــن بين أوَّ

ت أمام المنزل. سيّارات مَرَّ

 27  احتمال مرور أكثر من 3 ســيّارات حتى شــاهدت نور 

ل سيّارة زرقاء. أوَّ

أجد القيمة a التي تُحقِّق كل احتمال ممّا يأتي:

28  P(Z < a) = 0.638  29  P(Z > a) = 0.6

ص في أكياس  تعبئة: يُعبِّئ مصنعٌ حبوبَ الحِمَّ
تتبع كتلها توزيعًا طبيعيًّا، وســطه الحســابي 

 :4 g 250، وانحرافه المعياري g

ــص التي تزيد كتلــة كلٍّ منها   30  أجد نســبة أكياس الحِمَّ

260 g على

ص التي تتراوح كتلة كلٍّ منها   31  أجد نســبة أكياس الحِمَّ

250 g 240 و g بين

في دراسة لإحدى شــركات الاتصالات، 
تبيَّن أنَّ %30 من المشــتركين يستعملون 
هواتفهم المحمولة لإجراء مكالمتين فقط 

يوميًّا. إذا اختير 20 شــخصًا من المشتركين عشوائيًّا، فأجد 
كُلًّاًّ ممّا يأتي:

 32  احتمال أنْ يُجْــري 4 منهم فقط مكالمتين هاتفيتين في 

اليوم الواحد.

 33  احتمال أنْ يُجْــري اثنان منهم علــى الأقل مكالمتين 

هاتفيتين في اليوم الواحد. 

 34  تُنتجِ إحدى الشركات قوارير زيت، ويُفترَض أنْ تحوي 

كل قارورة منها نصف لتــر من الزيت، وأنْ يتبع حجم 
الزيت في هذه القوارير توزيعًا طبيعيًّا، وسطه الحسابي 
mL 506، وانحرافــه المعيــاري mL 3. إذا احتــوى 

صندوق على 100 قارورة توضَع عشــوائيًّا، فأجد عدد 
القوارير في هذا الصندوق التي تحوي كلٌّ منها زيتًا أقل 

من نصف لتر.
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ملحقات

رموز رياضية

JDدينار أردني

mمتر

kmكيلومتر

cmسنتيمتر

kgكيلوغرام

gغرام

sثانية

minدقيقة

hساعة

inإنش

ftقدم

ة. توافيق n من العناصر أُخِذ منها r كل مَرَّ
( 

n
r  )

n
C

r

A احتمال الحادثP(A)

A مة الحادث P( A )احتمال مُتمِّ

μالوسط الحسابي

σالانحراف المعياري

σ2التباين

تكامل غير محدود
 

⌠
⎮
⌡

تكامل محدود 
 
⌠ b
⎮
⌡ a

f(x) مشتقة الاقترانf '(x)

الجبر

العمليات الحسابية

a(b + c) = ab + ac   a
b

 + c
d

 = ad + bc
bd

a + c
b

 = a
b

 + c
b

   
a
b

c
d

 = a
b

 × d
c

 = ad
bc

الأسس والجذور

x m x n = x m+n   xm

xn
 = x m-n

(xm)n = x mn   x-n = 1

xn

(xy)n = x n y n   ( x
y )

n

 = x n

y n

x1/n = √x   x m/n = √xm = ( √x )m

√xy = √x  √y    √ x
y  =  √x

 √y

n

n

حالات خاصة من تحليل كثيرات الحدود

x2 - y2 = (x + y)(x - y)

x3 + y3 = (x + y)(x2 - xy + y2)

x3 - y3 = (x - y)(x2 + xy + y2)

القانون العام

: إذا كان: ax2 + bx + c = 0، حيث: a ≠ 0، فإنَّ

x = 
-b ± √b2 - 4ac

2a

n n n

n n n n



118

ملحقات

التفاضل

قواعد أساسية للاشتقاق

d
dx

 (c) = 0

d
dx

 (cf(x)) = cf '(x)

d
dx

 ( f(x) + g(x)) = f '(x) + g '(x)

d
dx

 ( f(x) - g(x)) = f '(x) - g '(x)

d
dx

 (xn ) = nx n-1

d
dx

 ( f(x) g(x)) = f (x) g '(x) + g (x) f '(x)

d
dx

 f(g(x)) = f '(g(x)) g '(x)

d
dx

 ( f(x)

g(x)
 ) = 

g(x) f '(x) - f(x) g '(x)

(g(x))
2

ية والاقترانات اللوغاريتمية مشتقات الاقترانات الأسُِّ

d
dx

 (ex ) = e x

d
dx

 ln x = 1
x

 , x > 0

مشتقات الاقترانات المثلثية

d
dx

 (sin x ) = cos x

d
dx

 (cos x) = -sin x

التكامل

قواعد أساسية للتكامل

⌠
⎮
⌡

 k dx = kx + C

⌠
⎮
⌡

 xn  dx = 1
n + 1

 xn + 1 + C, n ≠ -1

⌠
⎮
⌡

 ex  dx = ex + C 

⌠
⎮
⌡

 sin x  dx = -cos x + C

⌠
⎮
⌡

cos x  dx = sin x + C

⌠
⎮
⌡

 1
x

 dx = ln |x| + C  , x ≠ 0

⌠
⎮
⌡

 
f '(x)

f(x)
 dx = ln | f(x)| + C

خصائص التكامل غير المحدود 

⌠
⎮
⌡

 kf(x) dx = k ⌠⎮
⌡

 f(x) dx

⌠
⎮
⌡

 ( f(x) ± g(x)) dx = ⌠⎮
⌡

 f(x) dx ± ⌠⎮
⌡

 g(x) dx

خصائص التكامل المحدود 

⌠ b
⎮
⌡ a

 k f(x) dx = k ⌠ b
⎮
⌡ a

 f(x) dx

⌠ b
⎮
⌡ a

 ( f(x) ± g(x)) dx = ⌠ b
⎮
⌡ a

  f(x) dx ±⌠ b
⎮
⌡ a

 g(x) dx

⌠ a
⎮
⌡ a

  f(x) dx = 0

⌠ b
⎮
⌡ a

  f(x) dx = -⌠ a
⎮
⌡ b

  f(x) dx

⌠ b
⎮
⌡ a

  f(x)dx = ⌠ c
⎮
⌡ a

 f(x) dx + ⌠ b
⎮
⌡ c

  f(x) dx
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ية واللوغاريتمية الاقترانات الُأسِّ

ية والصورة اللوغاريتمية العلاقة بين الصورة الأسُِّ

: إذا كان x > 0، وb > 0، وb ≠ 1، فإنَّ

ية الصورة الأسُِّ
b

  

y = x

الأسُُّ
الأساس

  إذا وفقط إذا  
الصورة اللوغاريتمية
log 

b 
x = y

الأسُُّ
الأساس

الخصائص الأساسية للوغاريتمات

: إذا كان x > 0، وb > 0، وb ≠ 1، فإنَّ
• log 

b 
1 = 0  b0 = 1 

• log 
b 

b = 1  b1 = b 

• log 
b 

bx = x b x = b x 

• blog 
b

 

x = x,  x > 0 log 
b 

x = log 
b 

x 

قوانين اللوغاريتمات

إذا كانــت b, x, y أعــدادًا حقيقيــةً موجبــةً، وكان p عددًا 
: حقيقيًّا، حيث: b ≠ 1، فإنَّ

· log 
b
 xy = log 

b 
x + log 

b 
y قانون الضرب: 

· log 
b
 x

y
 = log 

b
 x - log 

b
 y قانون القسمة: 

· log 
b
 x p = p log 

b
 x ة:   قانون القوَّ

الهندسة

)V والحجم ،C  والمحيط ،A صيغ هندسية )المساحة

المثلث: ·

A = 1
2

 bh

   = 1
2

 ab sin θ

الدائرة: ·

A = πr 2

C = 2πr 

المستطيل: ·

A = ab

الكرة: ·

V = 4
3

 π r 3

A = 4πr 2

الأسطوانة: ·

V = πr 2 h

A = 2πrh + 2πr 2

متوازي المستطيلًات: ·

V = abc

A = 2ab + 2ac + 2bc
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GEOMETRY

Geometric Formulas

Formulas for area A, circumference C, and volume V:

Triangle Circle Sector of Circle

 A − 1
2 bh  A − �r 2  A − 1

2 r
2�

− 1
2 ab sin �  C − 2�r  s − r�  s� in radiansd

r

r

r s

¨
¨

a
h

b

Sphere Cylinder Cone

V − 4
3 �r 3 V − �r 2h  V − 1

3 �r 2h

A − 4�r 2 A − � rsr 2 1 h2

r

r

r h
h

Distance and Midpoint Formulas

Distance between P1sx1, y1d and P2sx2, y2d:

d − ssx2 2 x1d2 1 sy2 2 y1d2

Midpoint of P1P2: S x1 1 x2

2
, 
y1 1 y2

2 D
Lines

Slope of line through P1sx1, y1d and P2sx2, y2d:

m −
y2 2 y1

x2 2 x1

Point-slope equation of line through P1sx1, y1d with slope m:

y 2 y1 − msx 2 x1d

Slope-intercept equation of line with slope m and y-intercept b:

y − mx 1 b

Circles

Equation of the circle with center sh, kd and radius r:

sx 2 hd2 1 sy 2 kd2 − r 2

ALGEBRA

Arithmetic Operations

asb 1 cd − ab 1 ac 
a

b
1

c

d
−

ad 1 bc

bd

a 1 c

b
−

a

b
1

c

b

a

b

c

d

−
a

b
3

d

c
−

ad

bc

Exponents and Radicals

xmx n − xm1n 
xm

x n
− xm2n

sxmdn − xmn x2n −
1

x n

sxydn − x nyn S x

yDn

−
x n

yn

x 1yn − sn x  xmyn − sn x m − (sn x
  

)m

sn xy − sn x  sn y În xy −
sn x
sn y

Factoring Special Polynomials

x 2 2 y2 − sx 1 ydsx 2 yd

x 3 1 y3 − sx 1 ydsx 2 2 xy 1 y2d

x 3 2 y3 − sx 2 ydsx 2 1 xy 1 y2d

Binomial Theorem

sx 1 yd2 − x 2 1 2xy 1 y2  sx 2 yd2 − x 2 2 2xy 1 y2

sx 1 yd3 − x 3 1 3x 2y 1 3xy2 1 y3

sx 2 yd3 − x 3 2 3x 2y 1 3xy2 2 y3

sx 1 ydn − x n 1 nx n21y 1
nsn 2 1d

2
 x n22y2

1 … 1 SnkDx n2kyk 1 … 1 nxyn21 1 yn

where SnkD −
nsn 2 1d … sn 2 k 1 1d

1 ? 2 ? 3 ? … ? k

Quadratic Formula

If ax 2 1 bx 1 c − 0, then x −
2b 6 sb 2 2 4ac

2a
.

Inequalities and Absolute Value

If a , b and b , c, then a , c.

If a , b, then a 1 c , b 1 c.

If a , b and c . 0, then ca , cb.

If a , b and c , 0, then ca . cb.

If a . 0, then

 | x | − a  means  x − a  or  x − 2a

  | x | , a  means    2a , x , a

  | x | . a  means  x . a  or  x , 2a
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a b
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